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Capitulo V

SISTEMAS ADAPTATIVOS
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V.1 INTRODUCCION.

En la mayor parte de escenarios en los que se requiere tratamiento de la sefial los disefios
optimos dan lugar a una degradacion de las prestaciones cuando las condiciones del escenario cambian
con el tiempo. El avance en mejores disefios y su extremada dependencia con el espectro o la correlacion
de las sefales a tratar, obliga a prevenirse de la degradacion de la calidad si las sefiales a procesar
cambian sus propiedades. De este modo, cuando un sistema de tratamiento de sefial es capaz de adaptarse
automaticamente al entorno de sefial, se dice que este es adaptativo. La arquitectura genérica de un
sistema adaptativo sera una etapa de proceso (habitualmente un sistema lineal) al que se le superpone una
estructura de aprendizaje. La estructura de aprendizaje observa las condiciones e introduce las
modificaciones pertinentes en el sistema de proceso. Lo que se vera no es mas que la version digital de
los sistemas realimentados en elctronica analogica que, al igual de ser los que inspiraron estos sistemas,
recientemente dieron lugar a sistemas de codificacion y decodificacion que actuan proximos al limite de
Shanon y son denominados como turbo-codigos.

Sistema de Proceso

NN Habitualmente un b
P lineal de respuesta impulsional Zped
h(n)

*

Sistema de aprendizaje
Examina la entrada y la salida y

A 4

actualiza el sistema de proceso en

consecuencia

Figura V.1. Arquitectura general de un sistema adaptativo. Se muestra el sistema de proceso y el
correspondiente sistema de aprendizaje que, observando entrada y salida, actualiza el sistema que
realiza el procesado de seiial.

El concepto de sistema adaptativo es de uso extendido y de mas antigiiedad en tratamiento de
sefial de lo que pudiera parecer. Tal vez, uno de los sistemas adaptativos mas antiguos sea el denominado

control automatico de ganancia de un amplificador. En este caso sencillo, el sistema de proceso es
basicamente el amplificador que multiplica la entrada por una determinada ganancia g(n):

d(n) = g(n).x(n) (V.1)

Como puede observarse, el caracter adaptativo se traduce, habitualmente, en el caricter variante del
sistema lineal. En este caso, la ganancia del amplificador obviamente va a cambiar con el tiempo.

En el sistema de aprendizaje se dispone de la sefial de referencia r(n), o simplemente de su
potencia Pr, basta pues calcular la potencia de la sefial de salida del amplificador, segun:

P, (n)=B.B,(n-1)+(1-).d*(n) (V.2)

Esta expresion permite seguir como evoluciona la potencia o nivel de sefial que el amplificador
entrega a lo largo del tiempo. Por lo tanto, esta estimacion de la potencia, comparada con la potencia de la
referencia, permite generar una sefial para corregir la ganancia del amplificador:

£(n)= P, ~ P, (n) (v.3)

Finalmente la regla de aprendizaje queda:
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g(n+1)=g(n)+ ue(n) (V.4)

Siendo p un parametro relacionado con el procedimiento o manera de ensefiar al amplificador a modificar
su ganancia como se podra ver mas adelante.

El presente tema se dedica a explorar aquellos procedimientos de aprendizaje mas usados para
sistemas lineales. En concreto, son los métodos de aprendizaje para el disefio de un filtro MSE o de
Wiener que mantengan a éste cerca de su caracter Optimo en cualquier condicion de la sefial de entrada.

Antes de comenzar, es de destacar que el disefio de sistema adaptativo entrafia el mismo
problema que el disefio de un sistema cualquiera aunque este sea invariante. En un disefio se parte de un
sistema inicial y en sucesivos pasos de disefio este se acaba perfeccionando al problema que ha de
resolver. Es decir, si se desea disefiar un sistema h(n) a partir de un sistema donde la respuesta
impulsional inicial es cero (punto de partida del disefio), el problema se puede enfocar como el
denominado disefio bloque a partir de N datos para el filtro MSE, tal y como se ha visto en el capitulo
anterior; o bien, y esta es su relacion con sistemas adaptativos, en como encontrar la regla de aprendizaje
que haga evolucionar o ensefie al sistema inicial no éptimo a hacer su trabajo bien, es decir, a converger a
h(n). En definitiva, el disefio de reglas de aprendizaje entrafia no solo que el sistema aprenda a cambiar
cuando la sefial de entrada cambia sino que ademas, se autodisefie cuando comienza. Es importante
destacar que un sistema adaptativo o dotado de aprendizaje, puede aprender que el mejor disefio que
puede conseguir es un sistema invariante por lo que no es del todo correcto asociar a los sistemas lineales
adaptativos la idea de que siempre se trata de sistemas variantes. A nivel de ejemplo, lo que se ha tratado
de explicar es que si, en el caso del control automatico de ganancia, la potencia de entrada de la sefial al
amplificador es constante, pero diferente de la de referencia, la regla (V.4) hace que el sistema sea
variante hasta que la potencia que entrega también lo sea e igual a la de referencia. Una de las cuestiones
importantes es saber si este sistema variante, al cabo de un tiempo, alcanzara una ganancia constante
optima. Dicho de otro modo, si se puede trabajar sobre un sistema variante para que este encuentre
automaticamente el sistema invariante 6ptimo.

Lo comentado sobre disefio y autoaprendizaje es crucial para comprender los apartados que
siguen. La razon es que, la exposicion de los métodos de aprendizaje es mas comprensible si se plantea el
disefo de un sistema invariante por autoaprendizaje, que si se plantea el disefio de un sistema variante.
Todas las reglas o algoritmos validos para el autodisefio del sistema invariante son validas, con leves
matices, para mantener luego al sistema vigilante de los cambios que se produzcan en las condiciones de
disefio y éste realice automaticamente las correcciones necesarias.

Asi pues, se va a plantear el problema de disefio adaptativo como la regla que hace que un
sistema inicial erroneo converja a la solucion optima MSE. Es decir, cudl es la regla que hace que la
respuesta del sistema converja, secuencialmente a partir de los datos, a la solucién de Wiener (inversa de
la autocorrelacion de los datos por el vector de correlacion cruzada referencia datos).

El primer grupo o familia esta fuertemente ligado al caracter cuadratico del objetivo MSE y a la
existencia de un solo extremo para este tipo de funciones.

V.2. MSE Y METODOS DE GRADIENTE.

Como se ha mencionado en el apartado anterior, la explicacion se centrara desde el principio
para el disefio de un filtro de Wiener. En primer lugar, dadas la sefial referencia d(n), la respuesta

impulsional del filtro FIR a

=n?

nétese que depende del indice n ya que esta sujeta a un proceso de

aprendizaje y por ello cambiara con el tiempo, y el vector de datos X, de la sefial de entrada, el MSE en
funcion de los coeficientes del filtro viene dado por:

2
} (V.5)

Esta expresion, puede escribirse en términos de la matriz de correlacion de la entrada y del vector de
correlacion cruzada, ya definidos en el capitulo anterior.

flan)= E{d(n) —an X,
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f(ﬂn)=Pd +£nH§2n—2nH£—PHa (V.6)

= Zn

Los coeficientes 6ptimos del filtro se obtienen tomando el gradiente e identificandolo al vector cero

0
g(g”):V§:Ra0,—£=0 = a :R_IB V.7)
agf =—0p - =

lo que permite formular el MSE para cualquier respuesta impulsional en funcion de la 6ptima

g(gn): gmin + (gn _Qopt)Hé(Qn _Qopt) (V'S)
donde &, es el error minimo y que se obtiene cuando se utilizan los pesos optimos.

p (V.9)

H
é:min = ])d _]—)

=

La importancia de (V.8) radica en que revela la dependencia cuadratica del criterio de calidad
con los coeficientes y que, en consecuencia, existe un solo minimo. Las curvas de nivel de la superficie
definida por la ecuacion (V.8) son elipses. Tal y como se puede ver en la Figura V.2, el mecanismo de
aprendizaje es el siguiente: para pasar desde un punto a, a otro mejor a,.;, basta tomar la direccion
contraria al gradiente del MSE y moverse una determinada cantidad en la mencionada direccion. Notese
que, de manera deliberada, no se ha indicado si el subindice n denota iteraciones o muestras, digamos que
por el momento mas bien indica iteraciones en el proceso de aprendizaje.

E(an)

Gradiente del
error

2gmin

v

Aopt Ant1

Figura V.2. Curva del MSE en funcion de los pesos. Su comportamiento cuadratico conlleva que el
gradiente cambiado de signo, en cualquier posicion, marca la direccion a seguir para alcanzar el
minimo.

Es decir, si en un momento dado el algoritmo se situa en el valor a,, basta moverse en la direccion
contraria al gradiente para tener un filtro de menor MSE o error.

De lo anterior, se deduce facilmente la regla de aprendizaje
At =an— 1V Eay) (V.10.2)

la cantidad p denominado ‘step-size’ o paso de adaptacion, determina la velocidad de aprendizaje que se
desea imprimir al sistema.

El dibujo anterior usa el eje de abcisas para situar vectores. Aunque esta representacion es
adecuada para la explicacion, una representacion en dos dimensiones revela que el método del gradiente
tan solo denota una direccion de menor error pero, dependiendo de su posicion, no necesariamente la
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direccion del minimo (la direccion no apunta al minimo, véase en la figura V.4). Las curvas de nivel
representan las lineas de igual error cuadratico medio. Noétese solo en el caso de que estas lineas de igual
error sean circunferencias, el gradiente en cualquier punto apuntara siempre al minimo.

-u v&:(in)

I
=}

Figura V.3. Direccion del gradiente negativo.

2(2)

Figura V.4. Curvas de error para el caso de un filtro de dos coeficientes junto con diversos vectores
de gradiente donde puede apreciarse la diferente direccion que toman dependiendo del punto (y
magnitud que es inversamente proporcional a la separacion entre curvas de nivel) si bien todos
indican direccion de menor error.

Se comprobara cual es la relacion entre la forma de las curvas de nivel y la matriz de correlacion,
para lo cual se realiza un cambio de variable sobre (V.8):

g(zn): gmin +EnHBEn (V.lO.b)

Este cambio centrara las curvas de nivel en el valor 6ptimo a,,. De este modo, el gradiente de (V.8), en
cualquier punto de la superficie, puede expresarse en términos de la nueva variable como:

Vé@,)=Ra, (V.10.c)
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En particular, el gradiente en los puntos extremos de los ejes de las curvas de nivel es un vector que pasa
por el origen de coordenadas y por lo tanto ha de ser de la forma ka . » de lo que se deduce que las

direcciones de los ejes principales vienen dadas por los autovectores de R.

Para relacionar los autovalores de R con la superficie de error, se calculara la curvatura de la superficie en
las direcciones de los ejes. Si se tiene en cuenta la descomposicion en autovalores y autovectores de R
(véase la ecuacion (1.32) del primer capitulo) y se efecttia, de nuevo, un cambio de variable sobre la
ecuacion de la superficie de error se obtiene, finalmente, (V.10.d).

0
~ 2 |2
§ = gmin + Qi{ @QEH En = gmin + gnH ézn = gmin + ]‘i|2n (l)| (V'lo'd)
i=l

Los ejes de las curvas de error en las nuevas coordenadas z, quedan alineados con los ejes de
representacion (figura V.5). La curvatura buscada se obtiene de calcular la segunda derivada de la funcion
de error respecto a z,(i), siendo igual a 2A;. Asi pues, la direccion del eje corto (véase la Figura V.5)
estara asociada al autovector de mayor autovalor, y viceversa. En definitiva, la excentricidad de las curvas
de nivel de la funciéon de error dependera de cuan distintos sean los autovalores de la matriz de
correlacion. El impacto de esta observacion en la velocidad de convergencia se analizard con mas
precision en el proximo apartado.

(1)

E,,min

e

4

2(2)

v

Figura V.5. Curvas de error de la superficie de la figura V.4, representadas sobre
las nuevas variables z,=E"(a,- _2,,). Los ejes principales, autovectores de la matriz de
autocorrelacion de los datos, de las elipses quedan
alineados con los ejes de representacion.

V.3. DISENO Y CONVERGENCIA DE ALGORITMOS DE GRADIENTE.
Los algoritmos denominados de gradiente emplean el gradiente del MSE para proporcionar la

actualizacion de los coeficientes. Dicho gradiente es facil de obtener de la expresion del MSE y resulta
ser:

Qn+1 :Qn _ll’lzgn :Qn _/’l Rgn _E) (Vll)
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Figura V.6. Cuando el paso de adaptacion es muy grande el algoritmo diverge.

Al tratar de disefar cual es la seleccion adecuada del parametro p (que controlara la velocidad de
aprendizaje o convergencia), y antes de pasar a su analisis formal, es interesante notar que existe una
velocidad maxima de convergencia o valor maximo del pardmetro para que el algoritmo no diverja. Como
puede verse en la Figura V.6, si se avanza demasiado en la direccion del gradiente negativo, al margen de
pasar al otro ‘lado’ de la curva, se podria llegar a un punto de mayor error (o ignorancia de los parametros
optimos) que en el que se estaba, con lo que, en lugar de aprender, el sistema habra perdido conocimiento
y sucesivamente se llegara a valores de coeficientes mas alejados de los optimos y también de mayor
error. En definitiva, el algoritmo diverge.

Para analizar esta divergencia con detalle, es necesario resolver la ecuacion en diferencias que
expresa la regla de adaptacion al escribirla como

Agn = Qn+1

—-a,=-HRa, +uP (V.12)
Esta ecuacion tiene, al igual que en circuitos RLC, un régimen transitorio, proporcionado por la
ecuacion homogénea, y un permanente, proporcionado por la solucion particular. Esta tltima, se calcula
bajo la condicion de diferencia finita igual a cero. Al igualar a cero el termino de la derecha de la
ecuacion (V.12), se obtiene el permanente que prueba que el sistema tiene como tal la solucién dptima.

~uRa,+uP=0 = a,=R'P=a (V.13)

Respecto a la solucion transitoria, ésta ha de calcularse de la ecuacion homogénea. Dicha
ecuacion se obtiene de anular la excitacion o termino que no depende del vector de coeficientes,

Aa, =-puRa, (V.14)

Las frecuencias propias, o modos propios, de la ecuacion se obtienen de probar una funcién
exponencial (entendida como el producto componente a componente del vector z; consigo mismo, de este
modo, z™ ha de entenderse como el producto del escalar z™ por el vector z;):

m+l  m
Z; Z; =

pRz' = -z = (V.15)

De esta tltima ecuacion se desprende que (z-1)/u es un autovalor de la matriz de autocorrelacion y el
vector z; es el autovector correspondiente. De este modo, las frecuencias propias son iguales a los Q
autovalores 2, (i=1,...,Q) de la matriz de autocorrelacion de los datos, para una longitud del filtro igual a
Q. En resumen, la solucion a la ecuacion de aprendizaje viene dada por (V.16), que es la suma de la
solucién transitoria mas la solucion particular, encontrada anteriormente. Las Q constantes o; dependen
de las condiciones iniciales o respuesta del filtro en el origen o comienzo del proceso de aprendizaje ay:
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0
an =Z(l—y/1,-)nz,-ai + G opr (V.16)
i=1

Forzando la solucion inicial, la ecuacion definitiva para la evolucion de los coeficientes, que la regla del
gradiente produce en los coeficientes del filtro, viene dada por (V.17). Para obtener esta expresion se ha
usado la dependencia de una matriz en sus autovalores y autovectores (véase Capitulo I).

a4, = Q_lug)” (QO _Qopt)+gopt (V.17)

De esta expresion, o de la expresion de las frecuencias propias puede deducirse bajo qué
condicion la evolucion es estable, es decir, el transitorio tiende a cero y la solucion adaptativa converge a
la 6ptima. Dicha condicion viene dada por (V.18). El lector puede ver que en este caso se fija que las
raices esten dentro del circulo unidad, al igual que en un sistema analogico se fijaban al semiplano
izquierdo.

l-pui| <1l Vi=1..0 (V.18)

Esta condicion habria de verificarse para cada uno de los autovalores pero, dado que la matriz de
autocorrelacion es definida positiva, sus autovalores son positivos y ordenados, en consecuencia si la
condicion anterior se verifica para el autovalor maximo se verificara para todos los demas. Ademas, como
el paso de adaptacion ha de ser positivo, para no cambiar la direccion del gradiente, se llega facilmente a
la condicion de convergencia:

(V.19)

Es decir, el paso de adaptacion viene limitado por el doble de la inversa del autovalor maximo de la
matriz de autocorrelacion.

Una cota mas interesante y de mas facil calculo para el paso de adaptacion se obtiene del hecho
de que (ver Capitulo I) la traza de una matriz es igual a la suma de sus autovalores. Como en el caso de
matriz de autocorrelacion todos los autovalores son positivos, como ya se ha comentado, puede concluirse
que la traza de la matriz (suma de los autovalores) es mayor que su autovalor maximo. Por lo anterior,
una cota segura del parametro p que siempre garantiza convergencia viene dada por:

2 2
U< <
Traza(R) A

(V.20)

max

Como quiera que la traza es la suma de los valores de la diagonal principal, la traza de la matriz
de autocorrelacion de QxQ es Q veces la autocorrelacion de cero, es decir, Q veces la potencia de la sefial
de entrada. Para garantizar que se esta en convergencia, el valor seleccionado para el paso de adaptacion
vendrd dado por (V.21) donde el parametro o estara siempre comprendido entre cero y uno. Su valor
preciso e impacto correspondiente se determinara mas adelante. Esta expresion es del todo viable ya que
depende de la potencia de la sefial entrada, igual que en el sistema de control automatico de ganancia,
expuesto al comienzo del presente tema.

M= (V.21

Como puede verse la potencia del denominador se ha previsto variante con el tiempo. De hecho
su estimacion (con una memoria aproximada de 1/(1-f) muestras) vendria dada por:

P(n+l)=BP(n)+(1-p)X, X, (V.22)
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El lector puede comprobar que el estimador anterior tiene como valor esperado la traza de la
matriz de autocorrelacion. La eleccion de la memoria con que se estima la potencia viene dictada por la
situacion practica y el tiempo que se requiere para que el algoritmo adapte su paso de adaptacion al
escenario. Es de sefialar que, en la practica, se acostumbra a poner un umbral minimo Py, para el
estimador de potencia, pues si, por accidente, el sistema se queda sin sefial de entrada o esta se hiciera en
alglin momento muy pequeia, el paso de adaptacion creceria mucho y los pesos también produciendo
eventualmente saturacion en la dindmica proporcionada por el procesador de los coeficientes. Por todo lo
anterior, en la practica, se prefiere (V.23).

BP.(m)+(1-B).X, X, siP(n+1)>P,

P en caso contrario

X0

P(n+1)= (V.23)

En ocasiones y con la intencion de ahorrar el maximo de operaciones, la expresion (V.21) se
realiza mediante tabla, con entrada igual a la envolvente de la sefial de entrada y salida la p mas
adecuada. Asi mismo, se puede redondear la potencia a potencias de dos y asi permitir el calculo de la p
por desplazamientos en el registro que contiene el parametro o.

Una vez determinado el calculo preciso del paso de adaptacion para garantizar la convergencia
del algoritmo, se hace necesario determinar cuantas iteraciones o actualizaciones seran necesarias para
alcanzar la convergencia. Como en cualquier sistema fisico modelable con ecuaciones diferenciales
lineales, la constante de tiempo efectiva del sistema viene determinada por la constante de tiempo mas
larga, es decir, la asociada a la respuesta transitoria que mads tiempo tarda en atenuarse. A la vista de
(V.16), y teniendo presente que todos los autovalores son positivos, la constante de tiempo vendra
determinada por el numero de iteraciones necesarias para que el término correspondiente al minimo
autovalor haya, practicamente, desaparecido. El criterio habitual es considerar que un termino influye
poco en la evolucion cuando se ha reducido a un décimo de su valor inicial. Con este criterio, el numero
de iteraciones Nc necesarias para converger sera aquel que verifique:

(1= 2t )Y =01 (V.24)
Que, despejando, pasa a ser (V.25).

2,30

Ne=— 2%
- Ln(l _:uj“min)

(V.25)

Sustituyendo la expresion del paso de adaptacion en funcion del autovalor maximo y teniendo en
cuenta que, en este analisis, el denominado ‘eigenvalue spread’ (dispersion de autovalores) es mucho
mayor que la unidad, se puede usar el primer termino del desarrollo de Taylor para obtener la expresion:

2,30 230 Qs

| 1= 2 Zmin | 2% i

max

Nc =

(V.26)

Antes de proseguir con una expresion mas proxima a los datos o sefial de entrada del tiempo de
convergencia, la expresion anterior proporciona detalles muy interesantes relativos al funcionamiento del
aprendizaje mediante el gradiente. Al observar que el autovalor minimo limita la convergencia, es decir,
los modos débiles asociados a autovalores pequefios tardan mas en converger que los fuertes, se puede
concluir que el filtro aprende mas rapido a realizar su trabajo con las zonas frecuenciales o0 modos de alta
energia, dejando para el final aquellas de mas baja energia. Recuerde que los autovalores de una matriz,
cuando su dimension tiende a infinito, tienden a ser las muestras del espectro de potencia de la sefial de
entrada. Dicho de otro modo, si se disefia un ecualizador, el sistema empezara a ecualizar correctamente
las zonas donde la sefial de entrada trae mucha energia y dejara para el final las zonas de poca o muy
pequeiia energia. Este comportamiento de los algoritmos de gradiente se comprende graficamente si se
recuerda que, en el caso de dos dimensiones, el eje corto es el que corresponde al mayor autovalor y el eje
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largo al del autovalor mas pequefio. Reproduciendo en parte la Figura V.4, la Figura V.7 muestra como en
el eje corto (autovalor maximo), con una iteracion practicamente ya se llega al minimo; mientras que, en
el eje largo, aun quedan mas iteraciones para converger.

Volviendo a la interpretacion practica de la expresion del tiempo de convergencia, como se ha
comentado el autovalor maximo se puede estimar como Q veces la potencia de la sefial de entrada. Esta
potencia para sefial y ruido incorrelados sera la suma de ambos, es decir, P, sera la suma de la potencia de
sefial util P; mas la de ruido Py,. Con respecto al autovalor minimo, éste puede estimarse interpretando los
autovalores como muestras de la densidad espectral, luego el minimo autovalor puede estimarse como el
minimo de la densidad espectral de la entrada. Si el ruido que contiene la sefial de entrada es blanco, el
autovalor minimo estara muy proximo a la densidad espectral de este P,/B,, siendo B, el ancho de banda
de la sefial de entrada, en un sistema muestreado la inversa del periodo de muestreo. En definitiva, una
estimacion practica del tiempo de convergencia vendria dada por:

230 P 230

= SNR V.27
2a QPW 2a 0 (V27

IN, = Tiempo de convergencia =

En consecuencia, el orden del filtro y una densidad espectral con una gran distancia entre su maximo y su
minimo prolongaran los tiempos de convergencia o aprendizaje de los métodos de gradiente.

Eje largo

Direccion del
autovector asociado
al autovalor minimo

aj(n) A

Eje corto

IDireccion del
lautovector asociado
fal autovalor maximo

Figura V.7. Una iteracion de gradiente muestra como la distancia al minimo se alcanza segiin el eje
del autovector maximo rapidamente mientras que en el otro eje, autovector minimo, aun esta lejos
de aproximarse al minimo.

V.4 EL ALGORITMO LMS.

Al tratarse de una implementacion del método de gradiente, en primer lugar, se dejara de hablar
de iteraciones para el indice n. Ahora el indice n recobra su papel habitual, como indice temporal de la
entrada x(n), y se actualiza el vector de datos X, también de la manera habitual.

Como todo procedimiento practico de gradiente, el LMS (Least Mean Square algorithm, debido

a B. Widrow) toma una estimacion del gradiente teodrico, que se reproduce a continuacion para el instante
n.

VE(n) = Ray — P = EWX, X!, — " (n).X,,| (v28)
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Esta expresion revela el caracter teorico de esta regla de aprendizaje. El LMS estima el gradiente
de un modo aparentemente grosero pero de una sencillez y calidad espectaculares. De hecho el LMS
aproxima los valores esperados de la formula anterior por sus valores instantaneos. Al tomar esta
estimacion y teniendo en cuenta que la salida del filtro es:

y(n)=a X, (V.29)
Se obtiene la siguiente regla de adaptacion:
o = an+ X, @ ()= " ()= an + pX 05" (n) (V30)

Donde g(n) es el error o sefial diferencia entre la referencia y la salida del filtro. Un esquema del LMS se
presenta en la Figura V.8 donde puede apreciarse su simplicidad.

Todo lo expresado para el método de gradiente es valido, en términos de valores esperados o
medios, para el LMS. De hecho, es facil mostrar la validez de esta afirmaciéon comprobando, de nuevo
cual seria el valor del p mas adecuado. Nétese que si se denomina g(n) al error que producen los pesos a,
con el vector de datos X,, se puede calcular cual es el error g,(n) que producen, con los mismos datos, los
nuevos coeficientes. La condicion de convergencia es que dicho error, en potencia, ha de ser menor que el
anterior. Pasando a expresar lo anterior, se obtiene (V.31).

£, (M) =d(n)-alh Xy =dn)~la —uX o)X, =emli-px¥ X,) V3D
Con lo que la condicion resulta ser:

2

— (V.32)
XTx,

U<

x(n-q) ( )
—» X

777777777777777777 Error g(n)

C Referencia
d(n)
+ T

v

Salida
y(n)

Figura V.8. Detalle de la implementaron del LMS para el peso q del filtro. Cada peso del FIR se
actualiza con una fraccion del producto (o mezcla) de la muestra
de entrada por el conjugado del error.

En esta expresion puede reconocerse el denominador que no es mas que el valor instantaneo de
Q veces la potencia de la sefial de entrada. Por supuesto, el valor instantaneo haria fluctuar excesivamente
el paso de adaptacion y se toma precisamente el promedio que se propuso en el apartado anterior.

Pasando al adecuado disefio del parametro o del paso de adaptacion, éste ha de abordarse bajo el
principio de que el LMS usa una variable aleatoria, y no el gradiente deterministico, en la actualizacion de
los pesos. Este caracter aleatorio impide que el aprendizaje finalice. Incluso cuando el algoritmo
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alcanzase el minimo, se puede decir que permaneceria nervioso, despierto o deseoso de aprender mas,
moviéndose alrededor del 6ptimo por si acaso éste cambiase. El efecto es que los coeficientes del filtro
pasan a ser una variable aleatoria cuya media es el filtro 6ptimo y cuya matriz de covarianza es necesario
determinar:

Ela,}=a

opt
D =E{Q ng} (V.33)

=a n—n

siendo a, =a, —a,, €ldenominado error de coeficientes

Para calcular la varianza del error de coeficientes, de la ecuacion de actualizacion de coeficientes
en el LMS se resta en ambos lados el vector 6ptimo, con lo que se obtiene (V.34).

*

Ap+) =y — HE (n)ln (V.34)
Antes de proseguir, se descompondra el error entre la salida y la referencia en dos términos,
terminos que aparecen de considerar la referencia compuesta de dos contribuciones diferentes: La primera

es aquella parte de la referencia que no se puede cancelar con la entrada y viceversa que denominaremos
w(n); y la segunda, que es aquella que con los pesos dptimos se suprimiria. Luego:

d(n)=w(n)+alh X, (V.35)
Asi pues, el error sera (destacandose que la potencia de w(n) es precisamente el MSE minimo &;,):
e(n)=wn)-al x, (V.36)

Al usar esta ultima expresion en (V.34) y multiplicando a ambos lados por su transpuesto
conjugado se obtiene la expresion siguiente:
* H
dp1 =ay + ,uln (W (}’l) Xy a, )
H * H H H H
Ademas, al tomar el valor esperado, asumiendo que w(n) es independiente del resto de variables

aleatorias y que los coeficientes del filtro son independientes de las muestras de la sefial de entrada.
Notese que al estar proximos a convergencia el error sera octogonal a los datos. En definitiva, se obtiene:

= E‘ﬂEEZE‘#Q]JF e R (V.37)

a

Llegados a este punto, si se considera el régimen permanente del algoritmo se puede suponer que
la covarianza de los coeficientes se ha estabilizado y no depende de n, con lo cual se obtiene:

-1
Ozlugminé_gag _Ea +’u££a (V38)

Finalmente, teniendo en cuenta que el paso de adaptacion se escogera habitualmente de forma
que pu<<1/Apax, €l ultimo término de la ecuacion (V.38) desaparece. Es facil comprobar que en estas
condiciones la expresion para la covarianza de los coeficientes:

L= %fmmi (V.39)

Esta es precisamente la soluciéon de la ecuacion V.38. Antes de proseguir, notese que esta
expresion revela que, para valores del paso de adaptacion lejos de la cota superior (para que no diverja),
los coeficientes evolucionan independientemente unos de otros ya que la matriz de covarianza es



Miguel Angel Lagunas Cap. V. Pagina 14 13-ago-07

diagonal. Obviamente, esto no ocurre al comienzo del aprendizaje por no darse las condiciones en que
esta expresion se ha derivado. En términos de inteligencia artificial y considerando a los coeficientes
como neuronas, al comienzo estas colaboran y cuando el aprendizaje ha terminado y estan en proceso de
espera de cambios para retomar el proceso estas evolucionan, alrededor de su valor, de manera
independiente, eso si, pendientes de los cambios que pudieran producirse en el escenario para comenzar
de nuevo su periodo de aprendizaje o colaborativo. Se puede decir, que en el proceso de mejora del
conocimiento, la biisqueda de nueva informacion es independiente; mientras que, la asimilacion de este es
un proceso colaborativo.

Con lo anterior queda demostrado que el sistema adaptativo, bajo LMS, va a mostrar una
fluctuacion a su salida, que el usuario de ésta percibira como ruido y que es debida a que el filtro no
presenta un ajuste perfecto a los coeficientes optimos, dado el caracter aleatorio del instrumento de
aprendizaje que es el gradiente instantaneo. La cuestion es que este ruido de desajuste, en el caso de
ecualizacion para sistemas de comunicaciones, hard disminuir la SNR a la salida del ecualizador y podria
afectar seriamente a la tasa de error del sistema. De hecho, este ruido de desajuste provocara que la
potencia del error sea siempre, en media, superior al minimo. Este efecto se hace evidente escribiendo la
ecuacion del MSE en funcion del error de coeficientes:

E(n)=&,;, +, RG, (V.40)

Como puede verse la potencia del error se ha convertido en una variable aleatoria. Al tomar su
valor esperado y teniendo en cuenta que (segin V.39):

E{inHﬁin }: Tmzaéaﬁ]Z gfmmeza(g) (V.41)

Se puede pues concluir que el exceso de error, llamado también desajuste, y definido como se indica en
(V.42),

N= E{g(n)}_ fmin 100 %

(V.42)
min
pasa a ser
_H
N= ETmza(é) (V.43)
En definitiva, si se toma (V.44),
2a
= (V.44)
P (n)

el ruido de desajuste sera de a%. En forma numérica, un alfa de 0.1 equivale a tener un exceso de error o
ruido de desajuste del 10%. Existe por tanto un compromiso entre velocidad de adaptacion y nivel de
desajuste. Esto completa el disefio del LMS.

El contenido de este apartado demuestra la manera correcta de proceder ante cualquier otra regla
de aprendizaje, est¢ basada en el gradiente o no. Vale pues la pena recordar brevemente los pasos
seguidos. En primer lugar se ha de probar la convergencia al dptimo o disefio deseado y comenzar la
asignacion pertinente de parametros para que esto sea asi. En segundo lugar se ha de analizar la velocidad
de convergencia, tanto sobre una coleccion limitada de datos, iteraciones, como en caso contrario sobre
vectores de datos ilimitado. Por ultimo, en fase de seguimiento se ha de determinar el ruido de desajuste,
0 lo que es lo mismo su velocidad de seguimiento o capacidad de reaccién a cambios. Es también
destacable la orientacion, en términos de sistema de aprendizaje, en todas las fases mencionadas. Notese
que altas velocidades de convergencia, o aprendizaje rapido, llevan asociados desajustes elevados.
También se puede interpretar que con pasos de adaptacion altos se aprende mucho pero mal pues el
sistema ‘medita’ poco sobre lo aprendido y esa es la razon de su nerviosismo en seguimiento. En
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resumen, esta mas avido por aprender que por sedimentar lo aprendido. El compromiso entre desajuste y
velocidad de convergencia puede apreciarse en la Figura V.9.

El apartado que sigue analiza otros métodos de gradiente que muestran que en la base del LMS
estd una manera burda pero eficiente de estimar el gradiente.

V.S EL DSD Y METODOS DE BUSQUEDA ALEATORIA.

Como ya se ha mencionado el LMS estima el gradiente del MSE mediante su valor instantaneo,
en este apartado se presentaran otros métodos alternativos a la estimacion instantanea de la derivada del
MSE con respecto a los pesos.

El DSD (Differential Steepest Descent) es un algoritmo de la familia de gradiente que calcula el
gradiente de forma independiente para cada coeficiente del filtro. Para ello, e imaginando que se esta en el
instante n en una valor del MSE igual a &, se toma uno de los pesos a,(q) (q=0,...,Q-1) y se le afiade una
perturbacion 5, a continuacion se mide, usando M vectores de datos cuanto vale el MSE §&,(5).
Procediendo del mismo modo con una perturbacion -8 se obtiene el nuevo error £,(-8). Llegado este
punto, y después de 2M vectores de datos, se dispone de lo necesario para estimar una de las
componentes del vector gradiente como sigue:

0)— -0
A A Va5

26

Cunva de aprendizaje Curva de aprendizaje
1200 600

1000 50

800 a0

m—o—o=uw>
[=2]
f=—3
=3
mM—o—0=wv>

<

=

=2

200 10

o OLW. e A
0 W w0 0 A0 B0 W 0 N0 100 fI0 20 B0 30
muestras o iteraciones

Mt " Pt Prapin HAAANLA

0 ot bl

muestras o iteraciones

Figura V.9. Curva de aprendizaje o potencia del error para el algoritmo LMS con 11 coeficientes,
para dos valores diferentes del parametro p. A la izquierda el parametro es diez veces
mayor que a la derecha. Notese la mayor velocidad de convergencia a la par
que un mayor desajuste a la derecha que a la izquierda.

Notese que con pesos complejos (componentes i-q en comunicaciones banda trasladada) el
numero de variables a perturbar es igual a doble del numero de coeficientes. Este proceso, repetido para
las Q componentes del gradiente en parte real e imaginaria, permite obtener una estimacion de gradiente
para ser usada en la regla de adaptacion:
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a(n+1)=a(n) —%yn (V.46)

En indudable que el DSD utiliza una estimacion del gradiente mucho mejor que el instantaneo
del LMS, el problema radica en que se requieren 2MQ vectores de datos para una sola iteracion. Los
criterios de convergencia, velocidad y dependencia de ésta con la dispersion de autovalores de la matriz
de correlacion (eigenvalue spread) se mantienen, siempre teniendo en cuenta que cada iteracion o
adaptacion requiere muchos mas datos que en el LMS. Asi pues, el DSD sera mas lento que el LMS v,
salvo por el desajuste, la ventaja que se puede apreciar es que no requiere del vector de datos en la
estimacion del gradiente ni para realizar la iteracion. La Figura V.10 muestra, para un filtro de un solo
coeficiente real, como se lleva a cabo la estimacion del gradiente.

Esta forma de estimar el gradiente origina en si un exceso de error, indicado en la Figura V.10.
Cuando el algoritmo pasa a implementar los pesos a,(q), en realidad nunca se encuentra en ellos, es decir,
al mismo tiempo que se filtran vectores de datos, el algoritmo esta en todo momento implementando las
perturbaciones para medir el siguiente gradiente. Esto quiere decir que, aunque nominalmente los pesos
son el vector a, el filtro nunca los utiliza, sino que utiliza los valores perturbados a fin de evaluar el
siguiente gradiente. Este proceso constante de perturbacion hace que realmente el sistema se encuentre, a
nivel de error o calidad, entre los dos valores perturbados del MSE y en media en el valor indicado en la
grafica.

&n(9,9)

””””””” Exceso de
error Y&min

&n(q,-0)

| |
L
o
: : En
l .
| |
L

h 4

a(q)-6  an(q)  a(q)+d

Figura V.10. Estimacion del gradiente en el algoritmo DSD. Se muestra el exceso de error que la
propia forma de estimar el gradiente original.

Para su calculo, se desarrollara en serie de Taylor, hasta su tercer termino, los dos valores del
MSE con perturbacion:

. " 52
§n (q’_5) = §n - ‘/:)15 + 5}1 7
(V.47)

, .52
gn (qag) = gn +§n§+ é:n 7

En base a esta expresion, la media seria directamente el doble del Gltimo termino. Como el
exceso de error, de cara al calculo del desajuste final, se normaliza con respecto al error minimo, se tendra
(V.48). En esta expresion se ha utilizado que la derivada segunda del MSE con respecto al coeficiente es
el valor de la autocorrelacion en el origen:
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407 _8°n(0)

y="" (V.48)
(:Emin é:min

Por ultimo, (V.48) es el exceso de error debido a la estimacion del gradiente con respecto al
coeficiente q, como el algoritmo realiza secuencialmente el mismo proceso para todos los coeficientes, el
valor a tomar sera el promedio de los Q excesos de error. De este modo, el exceso de error motivado por
el procedimiento de estimacion es:

2
S

Ademas del exceso de error provocado por la permanente perturbacion de los pesos, esta el
tradicional, ya mostrado para el LMS, exceso de error debido a que la estimacion del gradiente es una
variable aleatoria. De hecho esta variable aleatoria proviene de que cada MSE es estimado con M
vectores de datos.

n+M-1

1
&i(q.0)= - D Jen) (V.50)

Por lo tanto, asumiendo que el algoritmo ya ha convergido y se encuentra en seguimiento con error
proximo al error minimo, la media del estimador de gradiente sera cero y su varianza (V.51).

£lv, ) EE2(0)}+ B2 (-0))

i5 (V.51)

Donde se ha omitido el indice q por comodidad en la presentacion, y se ha asumido que los errores son
independientes en cada instante n.

Como los sucesivos valores del error de la salida con la referencia en todo momento se
consideran independientes (recuérdese que se analiza el exceso de error en la convergencia) y se supone
gaussianidad, el valor esperado del cuadrado del estimador (V.50) es igual a:

E{g,f (5)}: MleE{g(n)“ }: 3‘?’3 (V.52)

Que, a su vez, sustituida en (V.51) proporciona la varianza del gradiente.

2 3 gnzun

De la expresion anterior, que es el exceso de MSE que se produciria debido al gradiente en un
coeficiente con paso de adaptacion igual a la unidad, puede derivarse el exceso de error global al tener
presente que son Q coeficientes y que el paso de adaptacion es (/2.

N = é ﬂQ‘fmin

-~ V.54
4 1s° (V.54)

El ruido de desajuste total sera igual al anterior mas el debido al exceso motivado por la
estimacion del gradiente. En definitiva el ruido de desajuste para el algoritmo DSD es:
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i ;qumm + y = E ﬂngm + 52Traza(§)
4 Ms? 4 Ms? O nin

(V.55)

total =~

Con respecto a convergencia, al ser éste un método de gradiente el paso de adaptacion tiene la
misma cota de convergencia, que viene limitada por la traza de la matriz de autocorrelacion de los datos,

2o

= V.56
# TrazaiRi ( )

Por lo anterior, lo tnico que se ha de determinar es el tamaifio de la perturbacion & que mas interesa. En
este sentido, es interesante ver que existe un compromiso y, mientras que, para el exceso de estimacion,
interesa la perturbacion mas pequeiia posible, sin embargo, para el ruido de la estimacion interesa lo mas
grande posible (se deja al lector el razonar el porqué de este compromiso). En lo que se refiere al optimo,
basta derivar e igualar a cero la expresion del desajuste total. Procediendo de este modo, se obtiene el
tamafio de perturbacion optima:

g Qza‘friin

— V.57
2 MTraza*(R) (V37

Y el desajuste total minimo como (V.58).

6a
Ntotal optimo H (V.58)

Esta tltima expresion revela la ventaja del DSD sobre el LMS pues el desajuste disminuye con la
raiz cuadrada del numero de términos empleados en la estimacion del MSE. Recuérdese que, en cualquier
caso, su desventaja radica en que se requieren 2MQ vectores por cada iteracion. También ha de destacarse
que en la adaptacion, el vector de datos no es necesario lo cual en ciertas aplicaciones puede resultar una
gran ventaja en términos de complejidad de implementacién y tecnologia disponible.

El comportamiento del algoritmo en términos de velocidad de convergencia y nivel de desajuste
queda ilustrado en la figura V.11.
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1000 -
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Figura V.11. Evolucion del error o curva de aprendizaje para el DSD. Los parametros son: 6=0.1, el
numero del muestras para promediar por cada peso de 20, o = 0.1. El FIR disefiado es el mismo
que en la figura V.9. Nétese el incremento producido en el numero de muestras para la
convergencia aunque el desajuste es notablemente bajo.
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Como ha podido verse el DSD es un método de estimar el gradiente del MSE. Basicamente
puede denominarsele, también como el primer método de los llamados de perturbacion, en el sentido de
que el aprendizaje es derivado directamente de una perturbacion de los coeficientes del filtro que se desea
adaptar. Este concepto de perturbacion podria generalizarse y, a su vez, simplificarse con un mecanismo
mas natural de aprendizaje que seria de prueba y error. Dicho de otro modo, se podria provocar, a la vez,
un vector de perturbaciones cualquiera 3, para los coeficientes. Si con dicha perturbacion, el error
aumenta esta perturbacion no se tiene en cuenta; caso contrario se adoptan los coeficientes resultantes.
Evidentemente, el algoritmo tiene una logica aplastante e incluso podria solucionar el problema de la
adaptacion de filtros no-lineales ya que garantiza que ningtin aprendizaje no positivo (o que haga decrecer
el criterio de error) es incorporado al filtro. Asi mismo, al ser de prueba y error, el algoritmo funcionaria
sobre cualquier otro objetivo, aunque no fuese cuadratico, siempre y cuando no tenga minimos locales.

Este algoritmo, que se resume a continuacion, se denomina LRS (Linear Random Search) o de
busqueda lineal aleatoria.

Instante n. Pesos disponibles a,

1.- Generar un vector aleatorio con distribucion uniforme en sus componentes J,.

2.- Actualizar los pesos como a4+ = a, + gb‘n

3.- Calcular el nuevo error usando M vectores de datos &,

4 Sl §n+1 < égn Qn = Qn+l
’ En caso contrario Qn = Qn

5-n=>n+l.

Es facil comprobar que el desajuste del LRS viene dado por:

2
o HO05

.59
oM (V59

Donde o5 es la varianza de cada componente del vector de perturbacion. Sus prestaciones quedan
ilustradas en la Figura V.12.

El LRS en si sugiere multiples variantes como controlar la distribucion del vector de
perturbacion, usar diferentes distribuciones para cada uno de los pesos del filtro, tomar el modulo en lugar
del cuadrado del error para ahorrar operaciones, etc. Todo lo contenido en este capitulo se desarrollo en
los afios 70 en el contexto de procesado de sefial para reconocimiento de formas y ha servido de
inspiracién a lo que hoy se denomina de manera mas precisa algoritmos genéticos o aprendizaje en redes
neuronales. Se recomienda al lector que, antes de utilizar algoritmos genéticos o neuronales, comprenda y
se familiarice con los algoritmos de gradiente que todavia hoy son materia de investigacion y
publicaciones prestigiosas. De otro modo, se podria caer en el defecto de tratar de solucionar problemas
con herramientas mucho mas complicadas e incomprensibles que un LMS, DSD o LRS, que en el 90% de
las situaciones son mas que suficiente para una aplicacion concreta. Antes de cerrar el apartado y con el
fin de apuntar las posibilidades de los métodos de gradiente se presentara una mejora sobre el LRS.

Bésicamente el algoritmo, denominado GRS (Guided Random Search), consiste en aprovechar
en el LRS el hecho de que el error haya disminuido (y que implica que la direccion es correcta)
manteniendo e incluso aumentando el desplazamiento en la direccidén encontrada. La idea es permanecer
en la direccion correcta hasta que se es tangente a una curva de error. Llegado ese momento o cercano, la
direccién correcta serd ortogonal (dependiendo de lo préximo que se este al punto de tangencia con una
superficie de error constante) comenzandose de nuevo el algoritmo. De hecho el GRS usa, en parte, una
propiedad del algoritmo AG (Gradiente Acelerado) existente en la literatura. Esta propiedad establece que
para criterios de error cuadratico, la recta que une el punto de comienzo con el segundo punto de
tangencial es la direccion que apunta directamente al minimo. Esta propiedad del AG se esquematiza en
la Figura V.13. El GRS usa de hecho esta propiedad ya que cuando se agota la direccion correcta,
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encontrada por busqueda aleatoria, procede a realizar una busqueda en la direccion ortogonal, aleatoria
aun, a la usada.

Curva de aprendizaje
1400
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Err
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R
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muestras o iteraciones
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1500
1000 M
y
500 -4 | ||
0 i i
0 5000 10000 15000
muestras o iteraciones

Figura V.12. Curva de aprendizaje para el algoritmo LRS. La distribucion de la perturbacion es
uniforme de varianza 0.3 con un paso de adaptacion igual a 0.1 (en la parte superior) y 0.5 (en la
inferior). El sistema disefiado es el mismo que en las figuras V.9y V.11.
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Figura V.13. Propiedad del AG para superficies de error cuadratico. Dos direcciones ortogonales y
tangentes a curvas de error, al unirlas, dan la direccién directa al minimo.

Un resumen del GRS seria el siguiente:
Instante n. Pesos disponibles a,
1.- Generar un vector aleatorio con distribucion uniforme en sus componentes J,.
2.- Actualizar los pesos como @, = a, + %én .
3.- Calcular el nuevo error usando M vectores de datos
Si &.4>¢ an=>an M, = Wi, N—>N+1 pasaral pasol

Encasocontrario i =2

#H)an=>an1 M,=pPu, confz1

2/
Ap+i = Ap+l _70 5n

si&, 1 >E M) = pasico N —>n+1 pasaral pasol generandc

un vectorde perturbacon ortogonalal anterior
si&, <&, i—>i+1 volvera (#)

Finalmente, en la figura V.14 se muestran algunas trayectorias del GRS en su busqueda del minimo
global.
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Figura V.14. Evolucion del GRS. Aproximada con trazos ortogonales y direcciones tangentes a
curvas de igual error.

El lector puede apreciar que el numero de variantes sobre el concepto de gradiente y los
diferentes modos de estimacion de éste, incluyendo métodos de perturbacion aleatoria o aleatoria guiada
seria muy amplio. No obstante, el objetivo era mostrar su interés y evidenciar que se trata de una familia
de métodos tutiles en aquellas situaciones en que se tiene claro la funcién a minimizar y el conjunto de
parametros con los que se pretende llevar a cabo la minimizacién. La extension a sistemas no lineales no
es dificil aunque se escapa de los objetivos del presente capitulo.

V.6. EL ALGORITMO RLS (Recursive Least Squares).

Una posibilidad que se aparta, aparentemente, de los métodos de gradiente es recurrir a la
estimacion, muestra a muestra, de los dos componentes de la solucion de Wiener, es decir, de la matriz de
autocorrelacion de los datos y del vector P. Dichas estimaciones se realizan via un promedio de un
numero M de muestras mas recientes del vector de datos X, y de la referencia d(n). Habitualmente y a fin
de simplificar su coste computacional, el promedio se realiza con un IIR de un coeficiente, que se
denominara B, y que realiza un promediado exponencial, de base el parametro mencionado, de las
actualizaciones con una longitud efectiva de 1/(1-p) (andlogamente a como se hacia en la ecuacion V.2).
En resumen, tanto matriz como vector se actualizan seglin se indica a continuacion

R =BR +(1-B)X, X,

=n+l —n—n

. (V.60)
£n+l = IB'I—)n + (1 _ﬂ)in d (n)

Estas expresiones ya fueron analizadas en un capitulo previo, asi como sus propiedades como
estimador insesgado de las funciones a estimar.

Una vez realizada la actualizacion (V.60), el filtro que se realiza para procesar el siguiente vector
de datos viene dado por:

a R P

Apa = =] =n+l

(V.61)

Al margen de otros comentarios, ndtese que esta manera de proceder implementa la soluciéon
optima para un sistema que dispusiese tan solo de M (igual a 1/(1-B)) datos de la sefial de entrada. Es
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decir, el filtro tendra una buena capacidad de reaccion a los cambios y se adaptara a ellos llegando en M
muestras al optimo local. Nétese que en términos de desajuste, el dptimo local coincidira con el global, de
infinitas muestras, en tanto en cuanto el parametro 3 este proximo a la unidad. Como siempre, al hacer el
desajuste pequefio se incrementa el tiempo de convergencia (el que tarda el sistema en reaccionar frente a
un cambio o no estacionaridad ), ya sea en la referencia como en los datos o entrada.

De una manera mas formal, es trivial comprobar que (V.60) y (V.61) producen la solucion de
minimo MSE(n), definido este como sigue:

MSE(n) =(1- p). Z B

m=—w

Je(m| =(1-B). Zﬂ” "Jdom)-al X, [ v

O bien
MSE(n) = BMSE(n—1)+(1- B)e(n) (V.63)

Estas expresiones son las que dan nombre al procedimiento o algoritmo pues es un procedimiento de
minimizacion recursivo del error cuadratico (RLS).

El procedimiento expuesto para actualizar los pesos del filtro adolece de dos problemas. El
primero es que no se dispone, por el momento, de una dependencia explicita entre los coeficientes en un
instante y el anterior. La segunda, es que el procedimiento, sin duda de mayor complejidad que el LMS,
requiere, también aparentemente, de la inversion de la matriz de autocorrelacion. La solucion a ambos
problemas radica en la solucion del segundo. De hecho, en el Capitulo I se expuso el denominado lema de
la inversa que permite escribir la ecuacion de recursion para la matriz de autocorrelacion en términos de
la matriz inversa. Enunciando de nuevo el lema de la inversa, este establece que si una matriz admite la
descomposicion:

4=B+cDC” (V.64)

Entonces, su inversa se puede escribir como:

[ 1
A =5 -gclpec 5] ¢ s (V.69
Al aplicar el lema de la inversa a la matriz de autocorrelacion de datos se obtiene:
1 1 -5 1-p
L ;E;l ~5E, 'X, {yzf RIX" 5 } 715 R (V.66)
Ademas,
-1 *
Apy = £n+1 (ﬂBn + (1 - ﬁ)lnd (l’l)) (V67)

Este desrrollo permite que su uso, conjunto con la obtenida del lema de la inversa, permite
encontrar la forma de actualizar los pesos anteriores (a, = R ;’1 P, ) para obtener los nuevos. Después de

agrupar términos, se obtiene que los nuevos pesos sean iguales a los anteriores mas un vector que
multiplica al error instantaneo.

4y =a,+K,& (n) (V.68)

Notese pues que la primera diferencia con respecto al LMS es que el vector nu.X, se ha
reemplazado por un vector de ganancia. Este cambio es consecuencia del cambio entre minimizar un error
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instantaneo a un promedio de los errores cometidos en las ultimas muestras de salida. La expresion de
este nuevo vector es:

K, = (LJE:L (V.69)

En esta expresion se aprecia que el RLS mantiene el vector de datos X, pero difiere en que el
paso de adaptacion que ahora pasa a ser una matriz de ganancia que es, salvo una constante, la inversa de
la matriz de autocorrelacion. Mas interesante es la interpretacion cuando se describen las constantes que
figuran en la formula anterior:

¢= a-(XH R'X ) (V.70)

La ultima formula en (V.70), revela que el RLS es similar al LMS cuando la matriz de
autocorrelacion de los datos es diagonal, es decir, cuando estos son ruido blanco. El lector puede
comprobar que en este caso las actualizaciones siguiendo el RLS o el LMS son practicamente las mismas.
Esto no debe sorprender ya que se recordara que para ruido blanco la dispersion de autovalores es minima
y el gradiente apunta en cualquier punto al minimo, es decir, el LMS bajo ruido blanco resulta un
algoritmo perfecto. Esta es la razon por la que muchos autores recomiendan que si se desea emplear el
LMS es muy recomendable blanquear los datos con un predictor lineal. El hecho es que el predictor mas
el LMS juntos, y ambos adaptativos, acostumbran a tener mayor complejidad que el RLS directamente
por lo que el procedimiento mencionado esta practicamente en desuso.

Las ecuaciones anteriores completan el algoritmo RLS para una iteraciéon. A continuacion se
resumen los pasos a seguir en cada vector de datos.

Iteracion en el instante n

Datos a,,R,",d(n) y X,

1.- Calcular la salida del filtro y(n) = all x,

2.- Calcular el error entre la salida y la sefial de referencia &(n) = d(n)— y(n)

- 1-
3.- Calcular ¢ = a@fénlgn) siendo a = Tﬁ

4.- Evaluar el vector ganancia K, =

*
5.- Actualizar los coeficientes a,+1 =a, + K,& (n)

1 __ 1+
6.- Actualizar la matriz inversa § nH+ -—RrR'-x k! ¢

1 ﬂ=n =n=n l—ﬂ

n=>n+l

El algoritmo RLS es sin duda el mejor algoritmo adaptativo para la minimizacion del MSE. Sus
prestaciones no dependen de la dispersion de autovalores. La convergencia es del orden de la longitud del
filtro, es decir, para un filtro de Q coeficientes se tarda Q iteraciones o vectores de datos en converger y
su desajuste se minimiza con valores de § proximos a la unidad. Por ello, y siempre que su mayor
complejidad lo permita, no tiene rival en la minimizacion del MSE o en el disefio de filtro de Wiener. De
todos modos, su éxito relativo es debido a que, dentro del area de teoria de control, Kalman proporcion6
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una forma mas elegante y formal de presentarlo. No solo esto, sino que, ademas el filtro de Kalman
proporciona mas versatilidad a su empleo y por tanto el ambito de su aplicacion es mayor. Por todo ello, y
dado que el proximo apartado presenta el filtro de Kalman, las afirmaciones sobre convergencia y
desajuste se posponen al proximo apartado, mucho mas interesante que el actual, como podra ver el
lector.

V.7 EL FILTRO DE KALMAN.

La deduccion del filtro de Kalman puede, o debe, hacerse en términos del estimador 6ptimo de
media condicional basado en el modelo de Gauss-Markov de un proceso. Aunque esta presentacion seria
la formal, no se usara en el presente apartado por tres razones: La primera es que la formalidad
mencionada se paga en términos de dificultad conceptual de conocimientos en estimacion y modelado. La
segunda es que esta presentacion es la que el lector puede encontrar en la literatura siempre que esta
aborda el tema de filtrado 6ptimo o de Kalman y no tiene interés repetirla aqui de nuevo. La tercera es
que esa presentacion formal se separa de los conceptos y herramientas que hasta ahora se han expuesto y
que son familiares en un curso de procesado de sefial. La presentacion que sigue es original y se basa en
conceptos perfectamente descritos anteriormente. En cualquier caso, el lector interesado en esta
presentacion formal encontrara utiles los ejercicios resueltos correspondientes al Capitulo II ya que en
uno de ellos se describe formalmente el estimador de media condicional.

El primer cambio que tiene lugar es que a diferencia de los anteriores algoritmos expuestos en el
presente capitulo, se establece un modelo de sefial sobre el que después se derivara el algoritmo y que se
pasa a explicar a continuacion. Este modelo, denominado de Gauss-Markov es valido para cualquier
proceso gaussiano.

El problema se plantea suponiendo que existe un fendmeno fisico que esta controlado por un
conjunto de Q variables que se denominara vector de estado y denotaremos por A,. A nivel de ejemplo,
supongase que el vector de estado son las temperaturas internas de un horno de combustion. Es claro, que
el vector de estado no esta disponible para su medida, si se renuncia a introducir sensores que, al margen
de su costo, perturbarian el funcionamiento del horno. Este vector de estado tiene una evolucion con el
tiempo que se describe con dos sumandos. Un sumando es una componente determinista de su evolucion
que fuerza que los valores de las variables dependen de los anteriores via una matriz denominada de
transicion F. El segundo sumando, es la parte impredecible de la evolucion de los parametros del vector
de estado y viene dado por un vector de variables aleatorias que se denominara v,. Este vector es
independiente del vector de estado A,, su media es el vector cero, y su matriz de covarianza es V.

En definitiva la ecuacion de estado viene dada por (V.71), insistiéndose en sus dos componentes,
la predecible o prevista y la imprevista,

A

Aptl =

F Ad,+v, (V.71)

Donde:

EannH}ﬂ) ; E, =0 ; E@nzf}=K (V.72)

=n

Antes de proseguir veamos algunos ejemplos que muestran hasta qué punto la ecuacion de
estado y sus componentes son una parte esencial en aplicaciones. En primer lugar, podiamos imaginar que
se trata de conocer la posicion x y la velocidad v, de un moévil, ambos valores seran las componentes del
vector de estado. Si se supone que el movil funciona basicamente en velocidad constante maniobrando
poco en aceleracion o deceleracion, la primera componente de la ecuacion de estado seria:

x(n+1) | |1 T || x(n)

- . (V.73)
v.(n+1) 0 1]|v.(n)

Siendo T es el intervalo de muestreo o intervalo entre dos medidas de posicion y velocidad. La primera
ecuacion es la del espacio para un moévil de velocidad constante y la segunda establece que es un
movimiento de velocidad constante. En resumen, esta primera parte de la ecuacion de estado viene
regulada por las hipotesis realizadas sobre el fenomeno fisico en observacion. En cualquier caso, la
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hipoétesis de velocidad constante puede no ser estrictamente cierta y el movil puede tener una cierta
maniobrabilidad que, sin poderla escribir como algo determinista en el primer termino, si que altera
posicion y velocidad. Esta es la razon del segundo termino, es decir, todo aquello que no se puede prever
en la evolucion del estado se plantea como aleatorio o imprecision asi hablaremos de una imprecision en
la posicion vi(n) y una imprecision en la velocidad que sera v,(n).

W,
ECUACION DE
ESTADO
H
Vi - » A, > L, [+
E . HZ
ECUACION DE
MEDIDA

Figura V.15. El modelo de sefial donde se muestra la ecuacion de estado como descriptor del
fen6meno fisico correspondiente y la ecuacion de medida como tnica
muestra de la evolucion del vector de estado.

De este modo, la ecuacion de estado completa seria

x(n+1 1 T| x(n vi(n
(n+1)]_ ], [ v
v.(n+1) 0 1]v.(n) v, (n)
Recuerde pues, que la matriz de covarianza de la imprecision ha de establecerse de acuerdo con
las previsiones sobre la maniobrabilidad del vector de estado y el desconocimiento del disefiador sobre

ésta. Por ultimo, se considera que tanto la matriz de transicion como la matriz de covarianza de la
imprecision son conocidas.

La segunda ecuacion del modelo tiene su origen en que, en general y como en el caso del horno
de combustion, la medida o observacion del vector de estado no es posible directamente. Asi las
temperaturas interiores se miden en el exterior. Esto implica una matriz de transicion H que establece la
relacion entre las variables del vector de estado y la medida de estas z,, ademas ha de considerarse el
ruido de medida que los transductores introducen w,. El ruido de medida es habitualmente de media cero
y covarianza W, siendo incorrelado con el resto de variables. De este modo, la denominada ecuacion de
medida viene dada por (V.74).

(V.74)

= “n

z, =£fén +w
Donde

Elw,z=0 1 Elw,a"}=0 : Elw,}=0 i Elw,w!}=w (V.75)
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En definitiva, el modelo de sefial establece el vector z, como sefial disponible y a utilizar para
conseguir la estimacion mas precisa posible del vector de estado. Se denomina filtro de Kalman al
proceso de la medida para la estimacion del estado. A continuacién se rescriben las ecuaciones del
modelo

An+l zinén TV,
.y (V.76)
Zy T =, =n +En

Para comenzar el disefio del filtro o estimador, se analizara, en primer lugar, como se puede
copiar el modelo, dentro de lo posible. De la ecuacion de medida se dispone Unicamente de un vector de
estado estimado, probablemente incorrecto y de un ruido de medida desconocido. Con lo anterior, la
ecuacion de filtrado o copia de la segunda del modelo sera (V.77), pues recuerde que solo la matriz de
transicion y la covarianza del ruido de medida son conocidas:

: =H"4 (V.77)

=n  —=p —n
Evidentemente esta estimacion de la medida sera errénea y la determinacion del error sera
& =z, -2 (V.78)

Este error es el unico capaz de ayudar a mejorar la estimacion que antes se ha usado del vector
de estado. Antes de indicar como se utiliza el error para mejorar el estado, es interesante expresar el error
de medida en funcién del error de estado. Restando la ecuacion de medida de la ecuacion de filtrado se
obtiene (V.79) que revela la dependencia entre el error observado y el oculto o de las componentes del
vector de estado:

) H N H~
=z —Z =£ (An—ﬁn)—i-v_vn:gn 4, +w, (V.79)

Es mas, teniendo en cuenta que el ruido de medida esta incorrelado con el vector de estado, se
puede calcular la potencia del error de medida en funcién de la covarianza del error de estado que se
denominara X,

H H
¢ = e |=n"s H + (V.80)

15

n

donde

I
=

~ ~H
EE{Anén } (V.81)

Esta ecuacion revela, como no podia ser de otro modo, que el error de medida viene dado por
dos términos: la potencia del ruido de medida y el error de coeficientes a través de la matriz de medida.

Una vez caracterizada la ecuacion de filtrado y la dependencia del error de medida con el error
de estado, se pasara a ver como se puede usar el error de medida para mejorar la estimacion del estado.
Lo mas intuitivo y logico es pensar que la nueva estimacion del vector de estado se modificara de acuerdo
al error de medida. Por ello, también parece 16gico establecer como ecuacion de adaptacion la siguiente:

Ay =E 4,+K ¢ (V.82)

=n—"

Para abordar el disefio de la matriz de ganancia, esta claro que su disefio deberia ser tal que el
nuevo error de vector de estado fuese minimo. El nuevo vector de error se obtiene de restar a la ecuacion
de estado del modelo la ecuacion anterior. Al hacerlo se obtiene:
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A, =F 4,+v,-K ¢, (V.83)

Zn+l T

Notese que se trata de mejorar la estimacion, es decir, de minimizar la covarianza del vector de
la izquierda de la ecuacion anterior, disponiendo el error de medida como dato. Recuperando del tema de
filtro de Wiener el principio de ortogonalidad, este establecia que el Optimo se obtenia de forzar la
ortogonalidad del error con los datos. Este principio aplicado a la ecuacion anterior seria:

Vel =0 (V.84)
Al sustituir (V.83) se obtiene que la ecuacion de disefio de la matriz de ganancia es:

innE{EnénH }—K ¢ (V.85)

=n=,

Donde se ha tenido presente la independencia de la imprecision con el error de medida y que la
covarianza del error de medida ya se definid y calcul6 previamente (véase V.80).

De los términos necesarios para calcular la matriz de ganancia, tan solo el valor esperado no esta
ya disponible. Este término puede calcularse con ayuda de la expresion del error de medida y resulta ser:

e |- £, 4,
EW,el j=E, 4, H =3 H (V.86)

Y, al ser usada en la anterior, proporciona la expresion de la matriz de ganancia.

>

el
«=¢ E,Z,H, (V.87)

En este momento, disponiendo de una estimacion del vector de estado y de su matriz de
covarianza, al disponer del error de medida, se calcula la matriz de ganancia y se actualiza la estimacion
del vector de estado. Para completar la iteracion es necesario dejar disponible la estimacion de la matriz
de covarianza del nuevo estado. Esta ecuacion, que permite actualizar también la matriz de covarianza del
error de estado, se obtiene de la ecuacion (V.83), teniendo presente la expresion ya obtenida para la
matriz de ganancia. Después de sencillas manipulaciones se obtiene (V.88) que completa el algoritmo o
filtro de Kalman.

=F > FPl_K & K" +v (V.88)
=Nn=n=n =n

=n+l =n=n=n

A modo de resumen los pasos a seguir en cada iteracion son los siguientes:

Instante n

Datos z,;4,;Z

=n

1.- Filtrar el vector de estado 2, = H ’7 4,
2.- Evaluar el error de medida &, =z, -2,
3.- Estimar su covarianza £ = EnH I H W

=n

4.- Calcular la matriz de ganancia K =¢ B FXH
=2, =ncns
5.- Actualizar la estimacion del vector de estado 4,,, = F ) 4,+K WEn
6.- Actualizar la estimacién de la covarianza ¥~ =F ¥ FY - K & K7 4y
=n+l =n=n=n =nZ,=n =n

n=n+l
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Este algoritmo es denominado filtro de Kalman. Sus prestaciones quedan representadas en la
Figura V.16. El lector puede comparar y ver su estricta similitud con el algoritmo RLS. La diferencia es
que temas de control de plantas, seguimiento de movimiento, etc. no hubiesen saltado al panel de
aplicaciones de no ser por el planteamiento tan elegante de un algoritmo para un modelo de seiial tan
general. Ademas, todos los parametros que participan en el filtro de Kalman tienen un sentido fisico y no
meramente algebraico como se vera a continuacion.

Curva de aprendizaje
150

100

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
muestras o iteraciones

Figura V.16. Curva de aprendizaje del filtro de Kalman en la misma situacion que el resto de
algoritmos. Puede apreciarse su extraordinaria rapidez de convergencia y el escaso
desajuste, ambos muy por encima en calidad que el resto de algoritmos.

Aunque la explicacion que sigue podria realizarse sobre el caso de seguimiento de movimiento
en una o en dos dimensiones, dado que el capitulo que nos ocupa es el disefio adaptativo de filtros, lo que
sigue usara, tanto el modelo, como el algoritmo para disefio de un filtro de Wiener. La primera cuestion es
como se encaja el modelo de sefial con el problema de filtrado. Es fécil, se ha de pensar que, dada la
referencia d(n) del filtro de Wiener y el vector conteniendo las muestras de la entrada, existe un filtro
ideal y desconocido de coeficientes A, (dependera de n si ha de ser variante) que proporciona un error de
medida independiente de los datos, es decir, ortogonal a estos y por lo tanto 6ptimo:

w(n)=d(n)- A2 X, (V.89)

Esta ecuacion, tan natural en el problema de filtrado, no es ni mas ni menos que la ecuacion de medida en
el modelo de Gauss-Markov.

d"(n)=X 4, +w" (n) (V.90)

Como puede verse, lo que era un vector z ahora pasa a ser un escalar que es igual al conjugado
de la sefial de referencia. Pero lo mas destacable es que las muestras de la entrada juegan el papel de la
matriz de medida que, en el escalar mencionado, nos permiten observar los coeficientes Optimos.
También el ruido de medida pasa a ser el error minimo. Es escalar y su covarianza sera por tanto Cpy.

La ecuacion de estado es aun mas interesante. Esta ha de reflejar un modelo de evolucion de los
coeficientes de ese filtro dptimo desconocido que se pretende estimar. Afortunadamente esta ecuacion se
simplifica mucho, pues lo normal es que de la evolucion de los coeficientes se desconozca todo, o bien se
trate de un sistema invariante. Un sistema invariante tendria como ecuacion de estado:

4,4, =4, (V.91)
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No obstante, parece mas general y previsor el incluir una cierta ignorancia en el caracter
invariante del filtro buscado, por esta razon se afade a la anterior un termino aleatorio de matriz de
covarianza V. Lo que si suele ser cierto es que los coeficientes presentan una evolucion incorrelada entre
ellos por lo que, habitualmente se utilizara una matriz V diagonal con igual valor en cada elemento.
Aunque no es estrictamente formal, lo plausible de la suposicion anterior puede buscarse en la covarianza
de coeficientes encontrada con motivo del calculo del desajuste en el LMS (véase la ecuacion (V.39)):

Ay =4,+v, (V.92)

Es importante recordar dos cuestiones: en primer lugar la matriz de transicion es la unidad, es
decir la matriz F no aparecera en el algoritmo correspondiente; en segundo lugar, la varianza que se situe
en la matriz V es el sindrome de no estacionaridad del proceso o, de otro modo, cuan variante sera el
filtro 6ptimo.

Con este modelo para el problema de filtrado, la secuencia de ecuaciones del filtro de Kalman
van apareciendo de manera féacil o sencilla. El filtro adaptativo que se implementa es:

V' (m)=X"4 igualala tradicional y(n)=4 X, (V.93)
El error de medida, denominado simplemente error en Wiener, es:

gny=d (n)—y" (n) (V.94)
Que, dado que es un escalar, tiene como potencia

£y =S+ XN E X, (v.95)

Y, la matriz de ganancia, que pasa a ser un vector igual que en el RLS, es

z,X,
K, = 7 (V.96)
S min + Kn Enin

La ecuacion de actualizacion de los coeficientes es

N N ;n

A,,=4,+ — X, &(n) (V.97)

gmin + n =n£”
Finalmente, la de actualizacion de la matriz de covarianza cierra el algoritmo:
_ _ H
2.,7%, K&K +V, (V.98)

Queda ahora la asignacion de los valores iniciales de los coeficientes Ay y de su matriz de
covarianza X,. Respecto al primero, cualquier valor es valido pues la convergencia no depende del valor
inicial. Respecto a la matriz de covarianza de los coeficientes, puede elegirse diagonal a fin de que el
algoritmo reaccione rapidamente. Lo que es realmente importante es que, dado que la eleccion del vector
inicial es arbitraria, es l6gico pensar que éste tiene un error grande. Por esta razon hay de situar las
diagonales de la matriz de covarianza al méaximo valor permisible por la dinamica del procesador.

El hecho de que la covarianza X representa el error de coeficientes permite conocer detalles

relevantes del algoritmo. En primer lugar notese que si el error es muy grande al comienzo del algoritmo,
se puede suponer que la matriz de covarianza es un factor grande por la matriz identidad:
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I

~o’l (V.99)

n

Al sustituir esta matriz d covarianza de los coeficientes en la matriz de ganancia y considerar que el factor
G es muy grande, se tendra (V.100).

. o’ X, X,
K, ~ lim T =— (V.100)
o® gmin to Kn Kn Kn Kn

Es decir, el filtro de Kalman, en los instantes iniciales actia como un LMS de paso de adaptacion igual a
la unidad. Después cuando la matriz de covarianza de coeficientes decrece la matriz de ganancia se hace
muy pequefia. De hecho, la matriz de covarianza, para valores pequefios de ésta y siguiendo la recursion
que aparece en la ecuacion (V.98), tendera a la matriz V. Si a su vez, esta se ha fijado diagonal, puede
decirse que en seguimiento el algoritmo tiene una ganancia igual a:

2
K za—vL con Zzovzé (V.101)

=n
gmin

Esta expresion revela que, efectivamente, el indice de estacionaridad que se decide para el filtro
influencia directamente el valor final del paso de adaptacion del algoritmo. De otro modo, si el sistema a
identificar fuese invariante el paso de adaptacion acabaria siendo cero y el desajuste estrictamente cero.
También es de destacar que el denominador de la matriz de ganancia, no es mas que el estimador de la
traza que empleaba el LMS para normalizar el paso de adaptacion. La potencia del error minimo actfia de
salvaguarda (impide que en un momento dado la ganancia se haga infinito) haciendo que si la sefial de
entrada es muy pequefia la ganancia no se haga excesivamente grande. Este valor puede situarse a la
unidad en aquellas aplicaciones donde se desconozca su valor.

Como ha podido verse la convergencia es controlada por la covarianza de coeficientes. Para
estimar de qué orden es la velocidad de convergencia del algoritmo se examinara como evoluciona el
valor diagonal de dicha matriz. Esta manera de obtener la velocidad de convergencia no es rigurosa
aunque su resultado muestra una concordancia extraordinaria con lo observado en la practica. Al rescribir
(V.98) para el caso de matriz de covarianza diagonal, para el valor q de la diagonal, se obtiene:

2 2
o, |X(n—
__Oulxn=q) +o? (V.102)

2 2
Ontl =0y 1

2 vH
gmin +o—n Kn Kn

Dado que los valores iniciales son grandes y que la no estacionaridad toma valores pequefios (entre 107 y
10", se puede escribir (V.103)

2
o2 no? 1o Onfr zaz[l—lj (V.103)
2 n
gmin+0nQPx Q

De la que puede concluirse que el numero de iteraciones para que la covarianza se reduzca un orden de
magnitud es igual a Q.Ln(10), es decir, es proporcional al orden del filtro y, lo que es mas importante, es
independiente de la dispersion de autovalores.

Con respecto al desajuste, este vendra dado por la traza de la matriz de covarianza de
coeficientes multiplicada por la matriz de autocorrelacion de los datos. Como

lim (Trazaén 5]) = O'VZTraza(i)

n—»0

El desajuste sera:
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B o-varaza(é)

Smin

(V.104)

Que, como era de prever, depende directamente del denominado indice de no-estacionaridad con que se
denomino al valor en la diagonal de la matriz V.

Lo expuesto es una vision rapida y cuando menos efectiva del filtro de Kalman. Efectiva ya que
reune todo lo necesario para su implementacion. Tal vez valga la pena remarcar que en aplicaciones
diferentes de la de filtrado, explicada con detalle, la clave esta en la calidad del modelo ya que, como el
lector ha podido apreciar, éste es el que dicta el algoritmo oportuno. Es interesante sefialar que la
flexibilidad del modelo es alta y es facil encontrar en su aplicacion en seguimiento de trayectorias para
radar de variables de estado de dimension 9 y matrices de transicion completas. En cualquier caso, dando
por hecho que este filtro sustituye al RLS, puede decirse que es el mejor algoritmo adaptativo conocido
hoy. Existen refinamientos para su estabilidad numérica o para la reduccion en el numero de operaciones
que, para los objetivos del capitulo, no viene al caso exponer. También existen versiones para filtrado no
lineal de uso extendido en sistemas de recuperacion de portadora en comunicaciones que también se salen
del ambito que aqui se persigue. Como tal, filtrado de Kalman es por si solo el unico contenido de
asignaturas de pregrado y postgrado en teoria de control y automatica. Aqui se ha expuesto, como ya se
ha reiterado, una breve exposicion que permite su uso y que en su presentacion sacrifica la formalidad por
su sencillez.

V.7 CONCLUSIONES

En este tema se ha presentado los algoritmos mas relevantes que permiten un disefio adaptado a
los cambios del escenario de filtros de minimo MSE con respecto a una referencia. Estos sistemas son de
uso obligado en el modelado o ecualizacion de sistemas variantes como es la sefial de voz, en el primer
caso, y los canales de comunicaciones en el segundo.

La familia de algoritmos mas usados y los primeros en usarse en procesado de sefial son los de
gradiente. Usados por primera vez en reconocimiento formas supervisado en los 60, pasaron a ser de uso
extendido en procesado de sefal, en arrays en primer lugar y después en reductores de ruido, mas tarde a
todos los campos de aplicacion. Puede decirse que la FFT, la Recursion de Levinson y el LMS son los
algoritmos mas implementados.

Una vez presentada la utilidad del gradiente en el aprendizaje, los algoritmos denominados de
gradiente se diferencian entre si en la manera en que la estimacion de este se lleva a cabo. El mas popular
denominado LMS o de gradiente instantdneo es el que se presento en primer lugar en honor a lo
extendido de su uso como ya se ha comentado. Al mismo tiempo, parametros de calidad como velocidad
de convergencia y desajuste se introdujeron en la presentacion del LMS.

A continuacion se expuso un modo mas riguroso de estimar el gradiente denominado DSD. El
valor del DSD es que sugiere inmediatamente algoritmos de busqueda aleatoria. Estos algoritmos no
solamente resuelven el problema lineal planteado por el MSE, sino que ademds permiten resolver
problemas de minimizaciéon no-lineales. También desarrollados en reconocimiento de formas en el
comienzo de los 60, hoy se redescubren en las redes neuronales o sistemas denominados de inteligencia
artificial. Se han descrito los dos mas basicos pasando del caracter estrictamente aleatorio de la busqueda
del LRS al guiado del GRS.

Como algoritmo que no usa el gradiente se ha presentado el RLS. Como se ha podido observar el
RLS surge de una manipulacion eficiente del algebra que rodea al proceso de adaptacion. Este caracter
meramente algebraico promueve que sea superado, por amplitud, flexibilidad y sentido fisico por el
denominado filtro de Kalman, presentado en ultimo lugar. Aunque de manera breve y de forma original,
la presentacion relaciona RLS con el LMS y prueba las caracteristicas mas destacables del filtro de
Kalman. De hecho es de destacar como cambiar el criterio de minimo error con la referencia a minimo
error con coeficientes desconocidos permite un disefio tan elaborado y efectivo como el filtro de Kalman.
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V.8 EJERCICICIOS.

1.- Si se utiliza el algoritmo LMS para la obtencion de un filtro de Wiener en el que los datos pueden
considerarse estacionarios en una longitud de M muestras, de potencia P en dicho intervalo. Ademas los
datos contienen sefial mas ruido blanco, este ultimo de potencia 67, responda a las siguientes preguntas:

a.- Cual es la expresion del parametro p para que el desajuste sea de un 10%?

b.- (Que expresion utilizaria para la actualizacion de la potencia de los datos?

c.- ;Cual es el valor de las iteraciones para obtener convergencia en funcién del desajuste y la relacion
sefial a ruido de los datos?

d.- En cuanto se incrementa el desajuste si el filtro se implementa con b bits y una dindmica de +/- A,,?

2.- Dado un proceso AR(2) generado por el siguiente polinomio A(z)=1-0.5.z"+0.9.z7 se emplea el
algoritmo LMS para calcular los coeficientes del predictor. Los coeficientes obtenidos a cada muestra asi
como la evolucion sobre las curvas de error se representan en la figura siguiente para dos elecciones
diferentes del parametro del algoritmo:

Superficie de error
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a) Calcule la dispersion de autovalores que presenta el problema.
b) Cual es el parametro de paso de adaptacion elegido en cada caso aproximadamente
¢) Cuanto es el desajuste que se obtiene en cada eleccion.

3.- Tomando la estructura lattice para la implementacion de un predictor lineal, conteste a la siguiente

pregunta:

a) Dados los Parcors, cual es la relacion que iterativamente permite calcular los coeficientes del
predictor lineal.
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Asumiendo que es cierto que los errores backward son ortogonales entre ellos, puede considerarse que

cada seccion de la lattice es un filtro de Wiener a disefiar, de izquierda a derecha, independiente de las

anteriores. Este filtro de Wiener puede disefiarse también adaptativo empleando el algoritmo LMS

(gradiente instantaneo). Considerando que la entrada es estacionaria, responda a las siguientes preguntas:

b) Cual es la ecuacion de adaptacion del Parcor K, en el instante n, en funcion de el error forward y el
backward? (Note que, al ser la entrada estacionaria, cualquiera de los dos Parcors pueden usarse para
contestar esta pregunta ya que ambos seran iguales)

¢) Cual es la expresion del pardmetro p para tener un desajuste del 10%?

d) Demuestre que, para que el desajuste sea el mismo en todas las secciones, el parametro p crece a
medida que se avanza de seccion, siempre de izquierda a derecha. Para ello, deduzca la expresion del
pardmetro mencionado, el usado en la seccion g, en funcion del utilizado en la anterior y K. ;.

e) Considere ahora que el proceso no es estacionario y que el gradiente instantaneo se obtiene, en la
seccidn q, de minimizar

&y =78 lefao] Jra-p£{euo] )

(, Cual es la regla de aprendizaje del LMS en esta situacion?

4.- Definido un filtro FIR segun la ecuacion y(n)= A4 Z; X, siendo:

AT = [a(0),a()),.....a(Q - 1)]
XTI = [x(n), x(n = 1)yerececy x(n = Q + 1)]

donde el superindice (T) indica transpuesto, se pretende analizar el comportamiento de este cuando se
pretende obtener una salida y(n) lo mas proxima a una sefial de referencia d(n) en sentido de error
cuadratico medio &.

El método de disefio es adaptativo usando el algoritmo LMS.
Responda a las siguientes preguntas:

a.- Considerando que en el instante n el filtro implementado es A,, demuestre que el error cuadratico
medio (MSE) § vendria dado por la expresion:

T
5 = §mm + (én - Aopl‘) i(ﬁn - éopt)
donde
A opt € la solucién de Wiener

R es la matriz de autocorrelacion de la sefial de entrada x(n) de orden Q

Emin s el MSE de la solucion de Wiener

Dado que 4,, , en un algoritmo estocastico como el LMS, pasa a ser un vector de variables aleatorias,

entonces también & serd una variable aleatoria.

b) Demuestre que el valor esperado de & viene dado por

E(8) = Smin + traza(E.R)

donde
traza (.) es la suma de los elementos de la diagonal principal
2 es la matriz de covarianza de 4,
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(NOTA: El valor esperado de 4, en el algoritmo LMS, con la eleccion adecuada del pardmetro p es

éopl‘ )
Considere a partir de ahora que la regla de adaptacion de los coeficientes es
A, =4, +uX, (d(n)—y(n)) yque se encuentra en la zona donde el algoritmo ha convergido, es
decir,

T T .
Elgn+1'gn+1J=Elgn'gn J=§ siendo a, =4, _éopt

Ademas, considere para resolver el proximo apartado que £ [Kn.e(n).g,f]:@z siendo

g(n)=d(n) = y(n)

¢) Demuestre que la matriz de covarianza es diagonal e igual a:

Y= (%)f min-L siendo / la matriz identidad

d) Demuestre que el desajuste del algoritmo LMS pasa a ser

M= E©) = omin = (%}.traza(ﬁ)

Smin
e) Calcule como se incrementa el desajuste del algoritmo si los coeficientes del filtro,
comprendidos entre +1 y —1, se cuantifican con b bits y como ha de modificarse el p para hacer
que el desajuste se mantenga el mismo que sin cuantificacion de coeficientes.
f) Demuestre que el desajuste permite conocer la relacion sefial a ruido SNR a la salida del filtro
adaptativo en comparacion a la optima segun la siguiente relacion:

SNR
M=l oty
SNR

5.- We like to equalice a communications channel with z-transform denoted by C(z) modeled by means

an FIR filter with two coefficients c(0)=c(1)=1/ \/E . The input signal x(n) is a BPSK modulation with
uncorrelated symbols known at receiver site. With this reference an ecualizer H(z) has to be designed
using the MSE criterion (Wiener filtering). The noise w(n) is white Gaussian noise with power Ny

<
o) e l (n)
X(n e(n
T o [ A ST
y(n) r

c(0)=c(1)=1/ \/E

a.- Provide the equations that determine the coefficients of the equalizer when its impulse response is of
M taps.

b.- Which is the expression of the 2-tap Wienet equalizer as a function of Ny?

c.- Write down the expression of the MSE as a function also of Nj.

Assume that the estimation of the equalizer coefficients is done by means the LMS algorithm.

d.- Provide the updating equations of the LMS algorithm
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c.- Find out the maximum steep size in order to guarantee the convergence of the algorithm

f.- Describe the impact of the noise power N in the convergence rate of the algorithm

g.- Assuming tha the missadjustment noise has to be 0.1%, which is the proper set for the steep-size p

h.- With the selection done in the previous section, how many updates are necessary to achieve a 1%
convergence of the algorithm?
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