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VII1.1. INTRODUCCION.

Cada vez son menores las distancias que separan el procesado lineal en sistemas
de comunicaciones de sus homoénimos no-lineales y mas conocidos como sistemas de
codificaciéon En lo gque sigue se explotara a maximo las similitudes existentes para,
tomando como punto de partida el procesado lineal hasta ahora expuesto, describir
formalmente el disefio, utilizacion y prestaciones de sistemas de codificacion espacio
temporal.

La utilidad de las matrices ortonormales, descritas varias veces y recientemente
en € capitulo anterior, dedicado a la deteccion MSE se convertiran en la herramienta
mas empleada en €l disefio de codigos.

Cualquier sistema de codificacion en cierto modo, aude a la ausencia de CSl o
informacion de canal. Por esta razén, e lector encontrara las similitudes formales de o
gue se expondra en los sistemas vistos hasta e momento para € caso en donde el
transmisor desconoce completamente el estado del canal. De hecho la nocionde tasa de
error promedio, expuesta en el capitulo anterior se convertird en el parametro basico de
evaluacion de la calidad de un codificador espacio-tiempo.

Se comenzara la exposicion con € sisterma mas sencillo o mejor relacion calidad
complgjidad que son los denominados codigos bloque ortogonales (OSTBC). A
diferencia del resto los OSTBC permiten la deteccion instantanea de los simbolos
recibidos con una complejidad minima en el receptor. Se expondran dos formulaciones
diferentes de ambos; una de €ellas especifica de OSTBC mientras que la otra los conecta
directamente con cédigos bloque y convolucionales.

Laexposicion seguira con la version de cédigos convolucionales para MIMO,
también conocidos como “trellis codes’. Sin duda la mejor aternativa cuando la calidad
es e problemay se esta dispuesto a asumir la complgjidad en la descodificacion Por
ultimo, se expondran los sistemas diferenciales a ser la Unica alternativa eficiente
cuando tampoco se dispone de CSl en € receptor.

VIIl.2. CODIGOS OSTBC.

Retomando €l sistema de transmision de un solo simbolo s1(n) sobre un canal
MIMO y d disefio correspondiente para el caso de ausencia de CSl, € lector recordara
gue la matriz de proceso tenia que verificar la ortogonalidad, tal y como se escribe en
(8.1), que no era mas que €l principio de red de solo fase en procesado lineal o una
distribucién uniforme de potencia en todos | os gjes disponibles de diversidad.

BB =| (8.1)

=n

Con este proceso en € transmisor, € receptor ML venia a ser directamente el
operador traza sobre € proceso adaptado al transmisor. ES decir s (8.2.8) era la sefial
transmitida, entonces (8.2.b) era la expresén que tomaba e detector ML para €
simbolo transmitido.

ém =B.sl(n) (8.2.9
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(8.2.b)

Es importante resdtar, crucial, que la estimacion del simbolo transmitido
directamente de la traza es solo valido s se trata de simbolos BPSK o QPSK. En €l
resto de los casos este detector no es Optimo. A pesar de que muchos autores o dan por
supuesto es por 1o que aqui se insiste de nuevo, ya que como d lector recordara en €l
capitulo segundo este tema se aclaro probando que el detector ML solo coincide con
(8.2.b) para estas dos constelaciones. No obstante ha de recordarse que el que el
detector no sea 6ptimo no impide su empleo a costa de reducir calidad.

Aun en € caso de usar cualquier constelacion, es claro que la estadistica de
cualquier detector ha de ser la traza que aparece en € segundo término de (8.2.b) y en
ella centraremos la atencion.

Volviendo a la condicién (8.1), es obvio que existen muchas matrices que
verifican esta condicion De hecho, en e capitulo anterior se evidencio como el uso de
fasores como entrada de matrices de cuaquier dimension podia conseguir esta
propiedad, sempre que e numero de accesos a cana fuese mayor o igua que e
numero de antenas transmisoras. Sin pérdida de generalidad, se concentrara la
presentacionen codigos de la menor redundancia posible, es decir, nimero de accesos
al cand igual a nimero de antenas transmisoras. Dicho de otro modo, la matriz (8.2.a)
serd una matriz cuadrada.

Continuando con las posibilidades de disefio de la matriz del transmisor con la
Unica condicién de que sea ortogonal, existen mdltiples posibilidades. Las mas
interesantes en este apartado seran aquellas que tienen en sus entradas cero, uno o
menos uno, con lo que convertiremos un sistema de procesado lineal en un cddigo. A
nivel de gemplo, el lector puede observar en (8.3) y para e caso de dos antenas
transmisoras, la cantidad de opciones disponibles de matrices cuyo producto (8.1) es la
identidad.

@.0(‘?%1 Oi_jaelot.')é. Oo

S0 1y &0 -1y &0 15 &0 -1 63

® 16 a0 -16 @& -16 a0 16 '

€1 05 &1 05 &1 04 &1 05 7

Lacuestiones que s todas estas matrices son validas hasta que punto se podrian
usar simultaneamente mas de una. La motivacion para este argumento es que, a
emplear dos accesos a canal y un solo simbolo real, el sistema seria de muy baja
velocidad. La posibilidad de emplear mas de una matriz permitiria incrementar la
velocidad del sistema de transmision.

Si se transmiten dos simbolos reales s1 y s2 con dos matrices diferentes, |a sefial
transmitida seria (8.4).

X_ =B .gl+B.s2 (8.4)
T =1 =2
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Esta sefial, a pasar por e canal MIMO y proceder a la deteccién de uno de los dos
simbolos, digamos sl, daria lugar a una componente deseada en la salida del detector y
una interferencia de otro simbolo, ademas del ruido del receptor.

1 — AnH ) ApH )
sl—Trazaé .:RH :Bl H.31+Trazag§l .BH 'EzH'SZ (85)
deseada 19

Es claro que € criterio de no distorsion de la deseada conlleva la ortonormalidad
de las dos matrices empleadas, es decir:

BB =B,B; =1 (8:6)
=1= =2'= =n;

Sin embargo, para conseguir suprimir 1Sl la condicion aparece, en principio, mas
complicada. Claramente, usando la propiedad de circularidad de la traza, la solucion
parano ISl seria que las dos matrices fueran ortogonales.

Traza@r 'BH .EZH=Traza§§H '225': H: 0P EZET :2? (8'7)
Esta condicién para una matriz cuadrada como las que se utilizan no es posible, con lo

gue parece que no existe otra opcion que enviar un solo simbolo. La solucion viene de
considerar €l problema a resolver mas a fondo como se vera a continuacion.

Dado que € témino de ISI serd, ene general, complgjo, se escribira dicho
complejo como en (8.8).

7 H A — .
TrazagR B B 'H=a + j.b (8.8

Dado que la matriz de canal es hermética, entonces € conjugado de la expresion
anterior sera(8.9).

. oo .
TrazagR B .B H=a- j.b (8.9

Si deseamos que la parte real del termino de ISl sea cero, para asi poder detectar €l
simbolo sl correctamente sin IS, es necesario que (8.8) sea igual a (8.9) cambiada de
signo. Con esta condicion resulta que las matrices elegidas requieren verificar una
condicion mucho més facil o relgaday que se escribe en (8.10).

B.B) =-B B’ (8.10)

=2 =1

S esta condicion se verifica, la obtencion de los dos simbolos transmitidos seria
sencillamente:
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. sz H ~
s1=Re(Trazag8! R, X}
. : (8.11)

S2= Re(Traza 852 R .X_ H)

La condicion (8.10) tiene un nombre en ingles que es & de matrices “amigable’
0 amigables es decir establecen su vinculo de una forma mas amigable que la mera e
imposible ortogonalidad. A nivel de gemplo, puede verse en (8.12) una posible
seleccion de dos matrices amigables para la transmision y recepcion simultanea sin 1S

de dos simbolos reales.

06 16
B, = + B,= +
=1 & 15 = & 0g 61
asl -s26 '
X =B.sl+B .s2= =
i SR

Lacuestionahora es s aun se pueden multiplexar més simbolos, manteniendo el
detector como optimo. En concreto el detector se mantendria también s se tratase de
simbolos QPSK, asi pues, la pregunta se materializa en la posibilidad de incluir dos
stream mas pero ahora sobre la parte imaginaria de la sefia transmitida.

_ad 06 ad -1o

B B B

= - = = B
=180 15 =2 &1 04 = = (8.13)
X, =B .sl+B s2+|.B .3+ .B s4

Estos dos simbolos se detectarian tomando la parte imaginaria del detector de traza
correspondiente. Para que estos simbolos no interfieran con los anteriores de la parte
rea se requeriria(8.14).

Re(TrazagR, . B, Bl = Im(Traza R, B, B! § = 0 (8.14)

Para ello basta exigir que las matrices sean amigables pero sin e cambio de
signo.

B
= (8.15)
B

A su vez para no interferirse entre ellos, los dos nuevos simbolos requieren también que
sus matrices sean amigable con signo menos. En definitiva, (8.16) reline todas las
propiedades juntas de las cuatro matrices.

B,B'=B,B’ =B.B =B, B, =|

=1'= =3 = :4'= =2

BB =-BB' BB =-B.B (8.16)
=1=2 =2 =1 —4 =3 —3 =4

BB ' =B.B" B .B"=B.B"

=1=3 =3 =1 =2 =4 =4 =
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Los cuatro streams se recuperarian sobre parte real/imaginaria de la salida del
detector a cada simbolo.

= Re(TrazaéB R..

||><

4
y
X4

Un gemplo de seleccion de matrices para un esquema de dos antenas
transmisoras es el que sigue:

s2= Re(TrazaéB R,.

||><

\—/

(8.17)

||><

s3= Im(TrazagB!' R, .

s4:Im(Traza@ R,

||><

A 08 @ -16 _ & 06 _ _a® 1%
S0 15 E2_81 05 =2 S0 -15 =* &1 0p
(8.18)

asl+ js3 -+ A el - 20
X, =B.Sl+B, s2+B_j.3+B,.js4= J 40_ =c. -
== §s2+js4 sl- [ 8By g2 A L

Este OSTBC para dos antenas es conocido popularmente por € nombre de su
autor o codigo de Alamouti y en e capitulo anterior aparecié con una formulacién
diferente en e contexto de deteccién ML. Lo que caracteriza a un OSTBC es su fé&cil
deteccion ML que no requiere busqueda sobre la constelacion. De hecho es de destacar
gue aunque €l detector es solo optimo para simbolos QPSK, la sencillez del detector
hace que se use también en & caso de emplear simbolos M-QAM.

El interés de los codigos OSTBC es que permiten la transmision simultanea de
varios simbolos en un numero de accesos a cana igud a numero de antenas
transmisoras con un detector sencillo y siendo fair pues todos los simbolos se detectan
con una SNR igual y una ganancia, sobre un cana sin diversidad, igua a la traza de la
matriz de canal y, por supuesto, sin requerir CSI en el transmisor.

Si lo anterior es una buena noticia para sistemas radio, el disponer de un OSTBC
gue transmite dos simbolos complejos en dos accesos, la mala noticia es que no existen
matrices amigables para disponer de OSTBCs para sistemas con mas de dos antenas y
que sean full "rate”, es decir, que transmitan simultdneamente nr simbol os complejos en
el mismo numero de accesos. No obstante, para sistemas que no sean "full-rate" si que
existen matrices amigables paraformar € codigo. A nivel de gemplo, (8.19) muestra un
OSTBC paracuatro antenas con "rate" %a.

sl 0 s2 -s3
0 sl s3 s2
s2 -3 s 0
53 -s2 0 s

N C

(8.19)

D:D> (P> D> D> D
O\ CN
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A lavista de este codigo viene la tentacion de incluir un cuarto simbolo en los
huecos que existen en esta Ultima matriz. El lector puede comprobar que entonces €l
sstematendria ISl y habriade renunciar ala sencillez del detector de traza.

VI11.3. CODIGOS CONVOLUCIONALES: TRELLIS CODES.

Como se ha visto en e capitulo anterior y en este, en € caso de los OSTBC, los
streams a transmitir acceden a canal en varias ocasiones. En concreto, en un OSTBC
cada simbolo accede a canal un nimero de veces no inferior al nimero de antenas
transmisoras. Un planteamiento de mero procesado de sefid identificaria lo realizado
hasta ahora con un sistema FIR donde cada muestra permanece viva en € filtro durante
un intervalo igual a su longitud. Obviamente la alternativa seria considerar € caso IR,
es decir, incluir una recursién que sea la que determine los accesos que cada simbolo
realiza a cana. En e caso de que esta recursion se realizase sobre una aritmética finita
estariamos ante un codigo ma denominado convolucional. Se vera a continuacion
como, con esta perspectiva pueden realizarse codigos convolucionales para diversidad

espacio-temporal.

El codificador tendrg, a igua que en un filtro IR, dos parte diferenciadas. Una
parte correspondera a los simbolos de entrada y la otra a la memoria del sistema. Si se
considera que el codificador admite R simbolos a(1),a(2),....,a(R), todos ellos agrupados
en € vector a, el codificador produce una salida con un vector de simbolos X que
dependerd tanto de los simbolos de la entrada como de su memoria que la
denominaremos estado y se denotara con el vector b. La formulacion es similar a la
ecuacion de medida de un modelo de Gauss.

A~ A
x=8 a+G by (8.20)

Donde @g[ denota que & resultado se lleva, en cada componente del vector x al

dominio de los enteros de 0 a, digamos, 2" - 1. Es decir se producen L bits en cada
componente del vector que son los que determinan que punto de la constelacion va a
transmitir la antena correspondiente. Por gemplo, en un sistema de 2 bitgHz la
constelacion sera QPSK las componentes del vector x tomaran un valor de los cuatro
posibles (0,1,2 y 3). Dependiendo de este valor la antena correspondiente emitira 1, j, -1
y - respectivamente. De este modo, obsérvese que d “rate” del codificador espacio
temporal sera (8.21).

Rate:F sobre n. antenas (8.22)

La ecuacion que completa e codificador es la que reflga la evolucién del
estado. Esta ecuacion, también similar a la ecuacion de estado de un modelo de Gauss,
toma laforma de (8.22).

A A
Q = és'g‘ +§4QH (8'22)
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Donde @(f denota que la operacion se realizaen 2" niveles. El tamafio o nimero de

componentes del vector de estado M determina en gran manera la complejidad del
detector puesfija el tamafio de latrellis que el detector ML ha de seguir.

En definitiva, al margen de las matrices empleadas en las dos ecuaciones del
codificador, puede verse que los parametros que le caracterizan son los siguientes:

Numero de antenas para las que esta disefiado nr.
Bits/Hz o tamarfio de la constelacién empleada (L bits)
Complejidad o nimero de estados 2.

“rate” o cociente entre los simbolos de entraday L.

asi, por gemplo, un codigo con la siguiente etiqueta st2bh2est4ratel indicara un cédigo
para dos antenas, con 2 bits’Hz o QPSK de constelacion para cada antena, 4 estados
posibles y admite dos bits de entrada. Sin perdida de generalidad, en lo que sigue, se
limitarala presentacional caso binario, es decir, K igual ala unidad.

La Figura (8.1) resume e esguema de un codificador como los descritos hasta
ahora.

N+ salidas (antenas)

— > | MOD
ENTRADA >

MOD

—>

< M >

ESTADOS \
2M

2- niveles/antena

Figura 8.1. Esquema de un codificador Trellis con sus pardmetros més rel evantes.

Al margen de la formulaciongeneral, que presenta un gran niimero de grados de
libertad, existe una manera mas compacta y sencilla de implementar un codificador
Trellis. Bésicamente, en 1o que se refiere a la ecuacion de medida, esta se realiza de
manera compacta agrupando entrada y estado en un solo vector.

c=[a@®) .. aR b@D .. b(M)] (8.23)
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Y, €l vector que contiene los indices que determinan la sefial de constelacion a usar
viene dado por (8.24), donde QQA indica que € resultado (operacion) se readliza en
aritmética de L hits.

x= Gl (8.24)

La actualizacion del vector de estado se realiza por mero desplazamierto en M
posiciones a la derecha del vector c. Con esto se reduce la complegidad de
implementaciondel codificador del transmisor.

A nivel de giemplo, @ codificador st2bh2est2ratel se realiza como se indica en
(8.25), siendo x1 y x2 los indices que determinas las sefiadles QPSK a emitir por las
antenas 1y 2 respectivamente. Todas |la operaciones se realizan modulo 4.

é0 2y
& 1Y
a(l 2) b(d b(2)].€ U=Ix1 x2 8.25
a0 a2 b@ bR)E, =l 2] (8.25)
& U
é 0Og
00
01
10
11
Instanten //
/
Entrada / 4
I/
Indices delas
sefiales atransmitir
para cada entrada Instante n+1

Figura 8.2. Entrada, estado inicia, transicion con indices de sefidles emitidas y nuevo
estado para el codificador st2bh2est2ratel.

Lamejor manera de describir e codificador es mediante su esquemaen celosia o
trellis. Este diagrama contiene en cada instante y en disposicion vertical los 2Y nudos
que se corresponden con el estado en € instante n. Dependiendo de la entrada, se saltaa
un nudo o estado diferente para €l instante n+1 y sobre cada rama de la transicion se
indican los indices de las sefides que han sido transmitidas en € instante n. El diagrama
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en celosia para € codigo anterior seria e de la Figura (8.2). De una manera mas
resumida y como suele aparecer en la literatura, la Figura 8.3 resume & codigo usado
como g emplo.

00 01 02 03 0 0
10 11 12 13 1 1
20 21 22 23 2 2
30 31 32 33 3 3

Figura 8.3 Representaciondiagramaen celosia. El cuadro de laizquierda representa los
indices de | as sefiales transmitidas por cada nodo a las entradas en orden

Relativo a paso de indices a sefia transmitida, la Figura 8.4 lo aclara con un
gemplo.

OPSK

Cos(w,t+p)

+ QPSK e
e (0]

Cos Wt +—=

SPY:

‘ P
O 21 O

O = OJ Esado1
Estado 2 O O
O O

Figura 8.4. Ejemplo de transicion del estado 2 al estado 1. Los indicesde estatransicion
son 2 paralaantenaly 1 paralaantena 2. Se indicalaforma de onda emitida para
dichos indices.

Dado que € transmisor no redliza otro proceso que la emisién directa de las
sefides, el andlisis de como funciona el receptor sera sencillo. Basicamente el receptor
ha de computar la verosimilitud de todos |os caminos posibles entre un punto de partida
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y un punto de llegada. Este Ultimo puede determinarse en base a retardo de
descodificacion El receptor es suboptimo pero la complgiidad queda acotada.
Imaginese que se determina que el retardo de descodificacion se determina en cuatro
accesos por gemplo. El detector ha de computar todos los posibles caminos que, desde
el estado de partida llegan a cuatro accesos mas tarde. Este caso se representa en la
Figura 8.5. Imaginese que la secuencia transmitida obedece al camino marcado en traza
gruesa, si otro camino, por gemplo € de linea discontinua presenta una verosimilitud
mayor se produciraun error.

N A

O ON (@) O N ;7 O
P
N O g O

PN P AN

O
O

O

Figura 8.5. Evoluciéndel camino correcto y de un camino erroneo sobre la celosiaen
un decodificador de retardo 4 accesos.

Si se denomina como s, a las formas de onda emitidas correctamente y b, alas
gue tendrian que haberse transmitido si € detector no estuviese en error, es claro que la
probabilidad de error tendria la expresion (8.26), como pudo verse en el capitulo
anterior. En estaexpresion N es el nimero de accesos sobre 1os que se basa |a decision.

® . 0
Pr(s, P by;n=1N) :Qc;\/?igrraza( R,A)* (8.26)
8 &2.N, g T 2

A su vez, lamatriz A, a no existir un proceso directamente antes de la transmision, sera
directamente, de nuevo ver capitulo anterior, (8.27).

(§n - Dn)(§n - Dn)H (827)

>
I
Qo=

1

>
1l

Obviamente sobre esta expresion pueden usarse los mismo razonamientos y
forma de proceder aplicados o usados en el capitulo anterior.

Aungue poco formal, la manera en que se han disefiado los cédigos de este tipo
se han basado en la probabilidad de error promedio. En concreto de la expresiéon de
dicha tasa de error se rediza la aproximacion de buena SNR por lo que la formula
original se reduce a una expresion mas sencilla, tal y como se indica en (8.28).
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. Para relaciones
Pr(loP 1.)»kOQ— _» |sefial aruido | »

"~ det al +§.A§g elevadas
& N, == (8.28)
»klaaEsb'"“'“T g1
eNo g p=1 detéﬁépﬂ

Aun mas, considerando € canal unitario, la probabilidad de error queda en funcién
anicamente del determinante de la matriz de error, como se puede ver en (8.29).

MRfr p .- TR

&E 0 1 a&2E, 0 L
Pril,P L,)» kl.g—s+ : - -» K, = .(det(A (8.29)
( ’ ) eNo g 91 detg.é.épa ’ g No g ( (_))

Este criterio, denominado del determinante y debido a Calderbank, reduce el
disefio de la matriz de codigo a aquella que maximiza el peor determinante. Dicho de
otro modo, sobre todos los pares de caminos posibles se busca el de menor determinante
y se maximiza este sobre la matriz de codigo en (8.24). Obviamente esta blsgueda
exhaustiva es impracticable y se puede reducir en gran manera si € codigo es uniforme,
es decir, s e disefio se puede hace tomando de base una secuencia cualquiera. Es
interesante destacar que, aunque la condicion parece matemédticamente complicada,
basta observar € diagrama en celosiadel codigo y verificar que cambiardo el orden de
los nodos o estados de mayor a menor, en lugar de su forma habitual de menor 00 a
mayor, este no cambia. Si el cddigo es uniforme, la secuencia de referencia puede ser
cualquieray se toma por sencillez la derivada de una entrada de todo ceros, es decir, las
ramas superiores. Una vez tomada la secuencia de referencia ha de buscarse la peor en
términos del determinante. Dicha busqueda es sencilla pues basta encontrar 1a secuencia
gue con menor determinante, parte del mismo estado cero y llega por un camino
diferente a estado cero. Una vez encontrado € peor determinante, la ganancia de
codigo vendra dada por (8.30), que es igua a la media geométrica de los autovalores
diferentes de cero de la matriz de error. Es claro, que maximizar esta ganancia pasa por
conseguir gue sea de rango completo, es decir que r sea igual a numero de antenas
transmisoras.

-r

A U (8.30)

=/ mayor (]

Ganancia = €det (
é

Veamos un gemplo con € codigo st2bhlest2rate0.5. El codigo 6ptimo,
encontrado por busqueda directa, tiene la matriz (8.31) y su implementacion aparece en
laFigura8.6.

_a& 1o
=780 1,

®

(8.31)

Su diagrama de trellis es sencillo y aparece en lamisma figura.
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00
01

al)
b(1)

11

11

Figura 8.6. celosia y realizacion del codigo st2bhlest2rate0.5.

La busqueda de la secuencia mas proxima (determinante minimo) que partiendo del
estado cero vuelva a este es de dos accesos y se trata de la sefides de indices 11/01
sobre BPSK a ser un cddigo de 1 bit/Hz/seg. La Figura 8.7 visualiza la secuencia de

referencia que sefializa con 00/00 y la méas proxima 11/01.

00 00

11 01

Figura 8.7. Secuencia correctay secuencia “mas préxima” sobre el diagramatrellis del
codigo de lafigura anterior.

Para calcular el determinante ha de recordarse que en BPSK el cero sefidliza+1y e 1
sefidliza-1 (no cambia € resultado s altera esta asignacion). De este modo, |0s vectores

de error en los dos accesos son:

€20 é0u
=& y §2-92:;&g (8.32)
u u
Con lo que lamatriz de error peor y lagananciadel codigo serén:

€2u FoC 40 ® 00 a4 406
A=g g2 2]+eu[0 2] = ~¢ g g

&0 4 4y &0 4,3 4 82, (8.33)
det(é):l(s GananC|a:J_:4

En relacion a esta expresion, al margen de que el origen del criterio del
determinante no es formal y en € capitulo anterior pueden encontrarse mejores formas
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de proceder, existen otras criticas u objeciones. La primera es que lo importante no es
tan solo cua es € peor camino sino que, en codigos mas complicados que € del
ejemplo, la probabilidad de error que muestrael cddigo difiere también dependiendo de
la probabilidad de que ese camino elegido en el calculo de la ganancia sea muy alta o
muy bagja. Una mala ganancia que provenga de un camino poco probable no impactara
seriamente |la calidad del sistema con una ganancia moderada que es muy probable.

Como se haindicado, un estudio mas formal de estos codigos deberia realizarse
en las lineas apuntadas en el capitulo anterior, tanto en lo que se refiere a disefio
instantaneo como estadistico.

A continuacién, basado estrictamente en € criterio del determinante y tomando
este como la gananciadel codigo, elevado a menos € numero de antenas transmisoras,
se listan los codigos trellis mas utilizados.

0 2 10 2
St2bh2est8  Ganancia2 ¢ =& G
= 210 2 2y
0 2 11 2 0y
St2bh2est16 Ganancia +/32 G =& u
= ® 2120
7 1\
St2bhlest2  Ganancia4 G’ =§ 13
o u
0 2 10 2
St2bhlest4  Ganancia /48 g =% i
= 210 2 2y
01 I
Sbhles8 Ganancia VBO G =9 13
= & 10 1
0 101 L
St2bhlestl6 Ganancia /128 G :go i
& 0 0 1y
Stebhlest8 Ganancia /256  G'=g 0 1 O
g 1 1 1§

El apartado que sigue, a diferencia de los anteriores, aborda €l problema del
disefio del sistema cuando tampoco €l receptor dispone de CSl. Una situacion habitual
cuando € cana radio presenta una gran variabilidad haciendo inviable cualquier técnica
de estimaciéon del canal por parte del receptor y, desde luego, inttil su paso al lado del
transmisor.

VIlI.4. CODIGOS PARA Rx SIN CS.

En & caso en que € receptor no dispone de CSI, aun se puede redizar la
transmision usando cddigos espacio temporales. Supdngase que € afabeto de las
matrices codigo se designa segun (8.34) con lo que se codifican logpM bits por cada N
accesos que, sin limitar € carécter general de la presentacion se supondran igua a
nUmero de antenas transmisoras.
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C m=1M (8.34)

Imponiéndose la condicién de ortogonalidad de forma que cualquiera de las palabras
codigo verifica (8.35).

ccl'=l "m=1M (8.35)

=m'=m =n

Lasefial recibida sera (8.36).

2E O
gNoﬂ

HC +W=r HC +
==O == = =0

I=

(8.36)

=R

Bgjo la condicionde canal desconocido, la matriz recibida tiene una distribucion
gaussiana de media nula y matriz de covarianza dada por (8.37). Notese que la
formulacion de la covarianza, transpuesta por directa en lugar de la contraria, obedece a
poder tomar e valor esperado del canal que se ha supuesto Rayleigh.

S=E& Y H=1+C EEH"HHUC

— _ 2 H
@y U=1+C"EEH"HUC =1+rC'R C =1+r|H[C'C (837

—HA =0 =

Es mas, dicha matriz de canal es |6gico de suponer que presente una estructura diagonal
en todos sus términos, con lo que definiendo una nueva ?, la formulacion de esta queda
mucho mas compacta y dependiendo fundamentalmente de la palabra coédigo. La
probabilidad de la sefial recibida viene dada por (8.38.a) que, después de usar €l lemade

la inversa sobre la covarianza y teniendo presente la condicién de ortogonalidad de las
palabras codigo (ver (8.35)) permite escribir €l detector optimo.

Pr(Y /C) K,.€Xp- gTraza(X§11H)8:

L (8.38.9)
= k,.exp eTraza(l.( +r'C’ EO)lH)g
m= argmangraza(X Emgm.\iR)g (8.38.0)

C. LM

El detector de (8.38.b) es & receptor dptimo para € caso de ausencia de CSl en
el receptor. Se vera ahora como es este detector en calidad y como experimenta la
degradacion con respecto al caso de disponer de CSl.

Si la palabra codigo transmitida es la cero, es claro que su verosimilitud, para

gue no se produzca un error con respecto a digamos la palabra uno, ha de ser mayor que
esta segunda. En términos del detector, se ha de verificar (8.39).

Traza(Y,C/'C Y")>Traza(y CI'C Y") (8.39)

=0 =0=

Sustituyendo en esta expresion la sefial recibida correcta, se llega a la siguiente
desigualdad, en la que se ha omitido € término cuadrético del error.
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@]

CI)H > 2r m.Re{TrazafW (cic,-cre)chumd
— O =0 =0 =1 =Z1)Z0'=

r.Traza.éH.( -c .c" AN.
e=

6e='\= =0'=1'="=0

En esta expresion, @ término de la izquierda es una variable aleatoriay € de la
derecha es un umbral. Cuando la variable aleatoria no verifique la desigualdad se
comete un error. Razonando del mismo modo a que se realizo en e capitulo anterior,
pueden escribirse las siguientes expresiones para la probabilidad de error y la
promediada con respecto a la estadistica del canal:

Prc,ec)> Qg\/?ES traza(t.4, o, 1) >

eNo g p
€ a2E 6 U
» Kk.exp & E;Jraza HA H")x (8.40)
A gQN — =NOCS — T
8 ééNy g f50]
AVE = 1
P » kO — -
- e 2E. O u
pldetéL_ 2[\S| Lyocs =2pU
g e<No O

Notese que la energia transmitida, con N accesos a cana viene dada por (8.41).

&N o

Es=c—=E (8.41)
er g

La diferencia fundamental es que ahora la ganancia de cddigo no viene dada por la

matriz del error entre las dos matrices sino por su producto (restado a la identidad). En
(8.41) € lector puede observar las diferencias entre ambas ganancias.

) (Hgo -c) (8.42)

2
1-c,c =1+c cliccl-c.cl-c =
= —=0=1 = —=0—=1=1=0 =0 =1 =1 =0
H H _
2'|=_ 20-21 - 21-20 B éNOCS! _Qs B £‘Nocs (8.43)

Asi  pues,

As A *|L- o[

=Cs =NOCS

Es decir, la perdida de CSI en € receptor disminuye la ganancia de codigo que,
aungue medida por e determinante de las expresiones (8.42), es claro a partir de (8.43)
que disminuiria.
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Una solucion para estabilizar dicha disminucion con un receptor de baja
complgjidad la proporcionan los denominados codigos espacio-tiempo diferenciales que
no son mas que una extrapolacion al caso de diversidad de las denominadas
modul aciones diferenciales de cursos basi cos de comunicaciones.

VI11.5. CODIGOS ST DIFERENCIALES.

Antes de abordar €l problema diferencial y para facilitar su explicacion es
interesante recordar como es el detector para un sistema MIMO en el que las palabras
codigo son a su vez matrices. Dichas matrices en un numero de M, igual a 2", permiten
alojar L streams en N accesos, es decir, las palabras codigo serande dimension (n,, N).
Se representara € alfabeto de las palabras codigo, a igua que en € apartado anterior,
seglin sigue:

C m=1M (8.44)

=m

Si dichas matrices son ortonormales, también igual que en e apartado anterior,
el detector de maxima verosimilitud se reduce a (8.45), admitiendo aun que el detector
dispone de CSlI.

|X ) Esllz_i_gmL [} g:gynefM ng(Traza(igm.XR))g (8.45)

Un andlisis similar al llevado a cabo en el capitulo anterior, conduciria a las expresiones
de (8.46) para la probabilidad de error, su cota exponencial y su promedio. Siempre en
el caso habitual de baja correlacion de antenas en € receptor y de canal Rayleigh.

- ~ ~n\0
Pe=Pr(C ® CC°C -C (R.CC"):
h T e
e E ~ ~H\U e & ~ = u
Pe» k.expg — .Traza(BH.Q.g )g:kl.expé- ab QQ hou (8.36)
é 4N, 7 & 4N, o= == g
o i
- .pzl é E ~ X l:l
detal + cc” S,
& 4N, == T'g

Volviendo a motivo de este apartado, s € receptor tampoco dispone de CSl, €
problema para implementar (8.45) es que el transmisor ha de realizar dos accesos. En €l
primer accesos transmite la matriz identidad para que € receptor estime € canal y en €
segundo envia una palabra codigo. En otras palabras, € transmisor trabajaria segin se
representa en la Figura 8.8, usando dos accesos matriciales al canal, de los cuales tan
solo uno es informacion En € otro acceso el receptor 1o usa para identificar el candl,
como ya se ha comentado.
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él | . , RxEstimael cana
&~ U
- -
él u Rx: Detecta e
A - u BE KK KK KK GG GE GE GF KK KK KK KK G G6 GF CK KK KK EE G 66 66 £E
&a_‘_l 0 GG GG GG GE 6 KC GO G CK GO KK GE GG KK GE CE GK GG KK GE GG 6K GE €L
61 U Tiempo: Accesos
&~ U Al canal
ggawl]

Figura8.8. Sistema de CSl en Rx para canal de alta variabilidad.

Una posibilidad mucho mas interesante que, pero basada en €ella, la anterior es
solapar los paguetes de dos accesos. Este solapamiento se realizaria multiplicando las
matrices. Las palabras recibidas al solapar como se ha indicado se representan en la
figura siguiente.

)('D\
=
1

oCc\C/
@)

lie

| ¢ —a —a+l

C.C

=a '=a+1'=a+2

Tiempo: Accesos
Al cana

Figura 8.9. Principio de la codificaciondiferencial.

Como puede verse, en cada acceso se va acumulando el producto de todas las
"codewords' empleadas en € transmisor y solo hay una nueva por acceso (savo la
primera). Aparentemente e sistema ha suprimido la redundancia necesaria para la
estimacion del canal. Esta parte es la favorable, un "codeword" en lugar de dos, €
precio es que como veremos el receptor sigue necesitando dos matrices recibidas.

Se denominara con una nueva matriz a la matriz producto.
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IIN

(~) C . (8.47)

Sea la sefid recibida en €l instante n-1 la siguiente:

X =HZ +W (8.48)

—R/,n-1 n-1 —n-1

Mientras que larecibida en e instante n puede escribirse como (8.49).

[[><
I
I

Z,,C W =(x, W )c +w

R,n

(8.49)
X

X o+ W -W C)=H C +W

R,n =n =—n-1==n =—nNUeV0 =N  =—=huevo

Como puede verse en la segunda parte de esta ultima formula e receptor recibe
la palabra cédigo transmitida con un nuevo cana y un nuevo ruido. El nuevo canal no
es més que la matriz recibida en el acceso anterior. Con respecto al ruido, debido a la
ortonormalidad de las matrices del codigo, sigue siendo blanco y tan solo la potencia ha
pasado a ser € doble, son los 3 dB. de pérdida de todos los sistemas diferenciales.
Claramente € receptor éptimo seré&:

X, -X Cl| P

—R,n =R,n-1 =n E

[le)

= glx €Re (Traza(

: X1 ))4 ©50)

R.n-1

Aun siendo € resultado correcto, € andlisis anterior no es formal y no resulta apropiado
para evaluar €l sistema. Para analizar con detalle la probabilidad de error que tiene un
codificador de este tipo, supongamos que la transmision se inicia con una primera
palabra que denominaremos matriz D dicha matriz ser4 ortogonal como son las
“codewords’. ademas, tanto las “codewords’ como dicha matriz inicia se elegiran de
modo y manera que cualquier matriz transmitida verifique la ortogonalidad, es decir, se
verifique (8.51).

S Ho=

IIN
IIN

- =1 entonces "C :m=1M
! (851)
severificaque, s Z =Z C  tambien Z Ek =1

k-1

El detector optimo para este sistema de transmisor seria recolectar todas las
matrices recibidas y maximizar la verosimilitud de dicha secuencia sobre las posibles
secuencias de palabras codigo. El detector asi disefiado resulta de una gran complgjidad.
Un receptor suboptimo pero muchismo mas sencillo es considerar dos simbolos

recibidos consecutivos gle L LR,KH’ gue considerado como un solo simbolo

contiene la informacion de una nueva palabra codigo formada por:

&.. Z.5H & (852
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Planteado de este modo se esta ante un caso de cddigo parano CSl en el receptor
como se analizo en el apartado anterior. Notese que, al verificarse (8.53), € detector
cuadrético se reduce a clésico detector diferencial como ya se anticipo y que se
reproduce de nuevo en (8.54).

—H — &L gko — —<H
=& :Q (I Y &L =2l (853)
k =0
raza%_Rk 1 :R,k)ch | Qgg:( aj raza Rk=k 2Rk-1U ( . )
—k =Rk

Con respecto a la probabilidad de error, la matriz A del detector cuadratico pasa
aser (8.55)

21 - %g c'c cl-

ko =k1 =k1=kO

=k-1=0=1 =k-1 =k-1

='=-%-(Z cclz +z glcg.éf_): (8.55)
)

=; ézk v (C g1)(20 - &)H z" U= p

ademas teniendo en cuenta que e determinante del producto permite conmutar
las matrices y la ortogonalidad de las Z entonces puede verse que la ganancia de codigo
para el caso diferencial es idéntica a la que presenta el caso de perfecto CSl en el
receptor, salvo € factor %2 que son los tradicionales 3 dB de perdida de un sistema
diferencial y sub-optimo.

VI11.6 EJEMPLOS CODIGOS ST DIFERENCIALES.

El tremendo interés de los codigos para sistemas diferenciales es su indudable
adaptacion a entorno radio. Afortunadamente la forma en que estos c6digos consiguen
diversidad o rango completo en lamatriz A, y maximizan su determinante es idéntico al
caso con CSI por lo que las matrices a emplear son las mismas que se han expuesto con
la salvedad de que han de formar un grupo, es decir, la multiplicacion de dos palabras
codigo cualquiera ha de seguir siendo una palabra codigo, respetando asi todo lo visto
en el apartado anterior. Aparentemente esto daria lugar a matrices diferentes de las
vistas anteriormente pero rapidamente apreciara €l lector que no es asi.
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Comenzando por €l cddigo de menor (go - gl) (go -C )H “rate” y siempre para

dos antenas, €l codigo transmitira un bit por “codeword’ con lo que tan solo se
requieren dos matrices que forman e grupo F y que seran (8.56).

aé 00
_go 15

Con unamatriz D igual a(8.57) con laque se iniciaria la transmision.

F= (8.56)

_16

a
D= =
=& 1g

El cddigo transmite un bit con dos accesos luego € “rate” sera 0.5. La constelacion
necesaria para las antenas es BPSK, es decir, de 1 bit/seg/Hz El determinante de la
minima distancia sobre dos palabras validad, la ganancia de codigo como se la ha
definido por otros autores seriade 8.

(8.57)

Un cddigo de “rate” unidad implica disponer de cuatro matrices, que sobre la
misma matriz inicial conformarian un sistema también en 1 bit/seg/Hz dsea usando
BPSK como constelacion. Su ganancia es cuatro.

i

Para el caso de “rate” 1.5, manteniendo dos accesos, se requieren 8 matrices,
denominandose a grupo quaternion, y gque se listan a continuacion:

aéOoaej 00880108@Jou

igo 1y 80 -ig 81 Og gJ qu;)

El sistema es sobre QPSK (2 bits/seg/Hz.), tiene también una ganancia de 4, igual que €l
anterior pero con un “rate” mayor, es basicamente el codigo de Alamouti.

(8.59)

Para "rates’ mas elevados las matrices se generan féacilmente con la ayuda del
sistema generador siguiente:

w, =exp(j2p/Q)
Wy 0 f
= _- =0,20- 1y 8.60
Tgl : Q- 13; (8.60)

asi por ejemplo, el codigo de “rate” 2 se formariacon Q igual a8 yel de “rate” 2.5 con
Qigua a 16. Las ganancias de estos dos codigos serian 1.531 y 07804 respectivamente.
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VII1.7. RESUMEN.

En € presente capitulo se han abordado brevemente los diferentes tipos basicos
de cddigos espacio temporales. Los primeros derominados OSTBC son destacables por
la sencillez del receptor. No obstante tienen limitado su “rate” por debajo de la unidad
para € caso de aperturas de més de dos antenas. Sobrepasar este nUmero conlleva un
detector ML tradicional o detectores suboptimos de cancelacién sucesivade 1SI.

codigos con mayor ganancia que los OSTBC pero con detector ML son la
version espacio tiempo de codigos convolucionales, también [lamados cédigos “trellis’
0 cdosia. Su presentacion ha sido 1o mas breve posible, a mismo iempo que ha
evidenciado la juventud del tema. Muchos de los conceptos expuestos estan aun en
discuson como son las medidas de calidad del codigo y su disefio optimo en
consecuencia con las cuestiones que levantan los criterios de calidad expuestos. Mas
adaptados alavariabilidad del canal radio presentan un problema en su imbricaciéncon
capas 0 “layers’ superiores del sistema de comunicacion.

A continuacién se ha expuesto el detector y la calidad resultante para € caso de
no disponer de CSI en el receptor. El detector Optimo resulta ser el denominado
cuadratico y el precio por no disponer de CSI, con respecto a disponer de este en €l
receptor, es pasar de una matriz de error a una matriz producto, de una ganancia que
puede ser considerablemente inferior. Lo que llama la atencion de esta situacién es la
sencillez o baja complgjidad de dicho detector, sin duda, asociada a la perdida de
calidad en tasa de error.

Los ultimos apartados se han dedicado a la que es sin duda la solucion mas
brillante para €l entorno radio, los codigos diferenciales. Después de una interpretacion
en forma de CSl encubierto y recuperando lo conocido del detector cuadrético, se ha
presentado un detector suboptimo que procesando dos simbolos simultaneamente
permite detectar con lamisma calidad con CSI perfecto, con lamismaformadel errory
tan solo con 3 dB. de perdida a cambio de una extraordinaria sencillez en transmisor y
receptor. El detector cuadréico aplicado a un sistema de dos simbolos sobre
codificacion diferencial permite alcanzar calidades muy buenas con una dependencia
nuladel CSl tanto en Tx como en Rx.

La restriccion adicional sobre las posibles “codewords’ no representa un
problema mayor del que en su momento el lector pudo tener en € caso de codigos
blogue, en lo que serefiere ala eleccidn del afabeto. El Ultimo apartado recoge algunos
gjemplos de cédigos st diferenciales para dos antenas.
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