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[I.1EL DETECTOR ML.

Este capitulo abordara la transmisién de un simbolo s(n), perteneciente a una
constelacion de ng bits, sobre un canal MIMO flat fading o no selectivo en frecuencia

Considerando la sefid transmitida como €l producto de s(n) por la matriz B del

transmisor, se trata de disefiar €l receptor optimo para recuperar en recepcion el simbolo
transmitido con la menor tasa de error. N6tese que €l numero de filas de la matriz del
transmisor mencionada abr de coincidir con € numero de antenas transmisoras
disponibles n. . El nimero de columnas, que denominaremos N, implica que se utilizan
N accesos al canal para hacer llegar €l simbolo al receptor. Obviamente, este modo de
proceder implica que a mayor N mayor sera la calidad o SNR del sistema, pero a costa
de un uso ineficiente del cana ya que se transmite un simbolo en N accesos.

El esquema del sistemaa estudiar serd €l que se presentaen lafigurall.l.

s(n)

!

|

X,, =B =

Figurall.l. Esquemadel sistema bajo estudio.

Claramente la sefid transmitida, correspondiente a simbolo de informacion,
constara de N snapshots que agrupados forman la matriz transmitida.

X, =Bsn (11.2)

La energia transmitida seria (11.2) donde la raiz cuadrada de Es es la distancia de la
constelacion M-QAM ala que pertenece e simbolo transmitido.

E, =traza(BB" ) E(|s(n)f°) :&(ZETs_l).traza(E.EH) (11.2)

En @ receptor, la matriz recibida estard formada por |la transmitida después de
pasar el canal MIMO més €l ruido.



Miguel Angdl Lagunas Cap. 11-Pag. 2. 4 06/07/2005

X, =HBSn)+W (11.3)

—R,n

Donde cada una de las entradas de la matriz ruido es complgja con parte real y parte
imaginaria de media nulay potenciaigua a N, /2.

Laverosimilitud de un simbolo s(n) sera la siguiente:

fu_
=-Trazag X, - HB S(n)) (_R’n- HB s(n)) " (11.4)
® 2Rees(n) Traza(g HYX )u EQ Trazags" H" H.BU

La ecuacion anterior revela que e receptor queda definido por la Unica
operacion que la likelihood requiere de los datos.

II)>

=H.

[fus}

(11.5)

Notese que e segundo termino, salvo € caso de una modulacion de envolvente
constante es relevante para calcular la verosimilitud de cada simbolo. De momento, se
continuara la presentacion para e caso general. La decisidon correcta del simbolo s(n)
implicara que su verosimilitud es mayor de la del resto de simbolos de la constelacion.

s L(s(n)>L(s(m) "m!n decidesn (11.6)

Claramente s @ simbolo correcto es s(n), es decir si la matriz recibida es (11.3),
entonces (I1.6) ha de verificarse. Puede comprobarse que la trasmision de s(n) implica
en (11.6) que se verifigue (11.7), donde 3(n) es la diferencia entre el simbolo correcto y

gm).
Trazagg_iH_i,g).|§(n)|28>2.Reg§(n).Traza(v=v:i.§)g (11.7)

Al considerar gque €l error solo se producira a los simbolos més préximos en la
constelacion, es facil comprobar que e término de la derecha se reduce a:

g =4.ES.Traza(§H H" .ﬂ._B) (11.8)

Respecto al término de la derecha, es una variable aeatoria gaussiana, de media
nulay varianza igual a cuatro por el cuadrado de la expresion anterior por la del ruido.
Con todo €llo, en lafigura I1.2 puede verse que la probabilidad de un error viene dada
por la expresion siguiente:

0

2N : (11.9)

Pr(s(n)® s(m)) =P, = Qg
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N
Varianza 9.70

0

Figurall.2. Probabilidad de error en el detector ML.

Esta tltima expresion revela que el proceso del transmisor Optimo sera aquel que
maximice la traza que tiene la expresion del umbral. En definitiva, €l disefio Optimo sera
aquel que maximiza el umbral con restriccion de la energia transmitida. En definitiva se
tendra (11.10) después de usar la circularidad del operador traza.

4ES.Traza(iH.iEEH)

MAX (11.10)
k,Traza(BB" ) = E;

Lo que completa el disefio del sistema ya que € receptor va adaptado a cana y
transmisor.

[1.2CSI COMPLETO EN TRANSMISION.

El presente apartado describira la solucion para el disefio del transmisor cuando
este dispone de CSI perfecto. Antes de proseguir y a partir de este momento, e producto
de lamatriz de canal transpuesta por la del canal se denotara como una sola matriz.

R =H"H (11.11)

La maximizacion de latraza de la ecuacion (11.10) es sencilla s se tiene presenta
la propiedad siguiente:

Traza(AB) £l (A)Traza(B)

(11.12)
lgualdad s B=¢,.g" "g(NJ)

Es decir , la traza a maximizar se hace maxima cuando € procesador espacio
tempora es una matriz de rango uno y esta formada, a la izquierda por e autovector
maximo de la matriz de canal, y a la derecha, por cualquier vector de dimension N para
cumplir la premisade N accesos a canal que revisaremos mas adelante.

Asi pues la expresion del umbral ser&
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g =E.Traza( R, BB") =E,! . (R, ) Traza(BB") (11.13)

—H

Esta expresion, usando la restriccion de energia transmitida, pasa a se:

8
(@H

3 -
@D : (11.14)

Py

g=E.l max(=H).

QI

mOO

Y la tasa de error vendria dada por (11.15.8) o la cota de Chernoff (11.15.b) muy
proxima para SNR razonables.

®
P =Q% 2E I (BH)_L‘O’)+T (11.15.8)

g N, = 8(2“5-1

é 2E, 3 0
P. =k .expa i R |.—
e — K pg N, = ™ (=H) o _ 13

Varios detalles son interesantes de la expresiéon anterior. En primer lugar nétese
gue la ganancia proporcionada por € canal MIMO viene dada por € autovalor maximo
de la matriz del canal. En segundo lugar, y considerando una constelacion QAM, la
forma tan desfavorable en que actlia el nimero de bits o streams ng en la SNR efectiva

También es interesante la estructura de tanto el transmisor como €l receptor.
=K €racg
"= (11.16)

Es decir, ambos procesadores son de rango uno y su primera componente es el
autovector de lamatriz H por la derechay por la izquierda para transmisor y receptor

respectivamente. La constante k; ajusta la energia transmitida a valor correspondiente.

B NV B
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Figurall.3. Tx-Rx Optimo parafull-CSI en Tx y cana flat fading.
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Queda ahora por discernir € papel del segundo vector de longitud N. El vector,
en su implementacion es € equivalente a empleo de una secuencia de spreading o
ensanchamiento del simbolo original. Es decir, la recompensa de usar N accesos, en
lugar de uno solo y ser un sistema full-rate, i.e. un simbolo complgjo por acceso a
canal, es dar acceso a otros usuarios con secuencias de spreading (CDMA sincrono) o
bien seguridad en la transmision. En cualquier caso, siempre que no se requieran estas
ventgjas @ sistema puede trabagjar en modo full-rate simplemente sustituyendo dicho
vector por la unidad.

En cualquier caso, nGtese que la solucion optima para €l problema planteado en
el apartado es basicamente un procesador temporal de eleccién para € disefiador,
seguido de un conformador que es igua a autovector méximo por la derecha de la
meatriz del canal MIMO.

El esquemagenera del sistema de transmision puede verse en la Figura ll.3.
II.3DETECCION INSTANTANEA.

El apartado anterior ha descrito el detector ML junto con el disefio completo de
transmisor y receptor. Al escribir la verosimilitud o likelihood de un simbolo, aparecian
dos términos que se repiten a continuacion.

L (s(m) = 2.ReSs(n) Traza(B" H" X )U- |s(n)* TrazagB" H" H BY

Sobre esta expresion e receptor ha de buscar que simbolo de la constelacion
tiene e vaor mas elevado y decidir que este ha sido € simbolo transmitido. No
obstante, un andlisis detallado revela que la blsqueda puede smplificarse mucho para
constelaciones del tipo de la considerada M-QAM. Mas aun, en el caso de QPSK, al ser
de envolvente constante el segundo termino no es relevante para la likelihood y €l
detector pasa a ser smplemente (I11.17) para decidir los dos hits de esta constel acion.

0

0
<

4 H o H
RegTraza(E H".

I><
oc

N

(11.17)

\Y

Im gTraza(EH 'QH 'LR,n)

o e

Aungue en este caso la reducciondel detector Optimo a un detector instantaneo
€s trivial, podra verse que otros escenarios y técnicas de proceso no permitirén esta
simplificacion, sobre todo en lo que se refiere a umbrales cero, es decir, sin necesidad
de control automético de ganancia (CAG) en € receptor.

Esta deteccién instantdnea ha sido posible gracias a que, a disponer de CSl
perfecto en el transmisor, se trabgja sobre el mejor modo del canal con lo que, a pesar
de disponer de mdiltiples canales, en numero igua a min(nT , nR) , tan solo se trabaja con
uno. Estos modos del canal, los autovectores en Tx y Rx, permiten trabagar sobre

canades SISO vy libres de IS, y esta es la razon por la que puede implementarse un
detector instantdneo manteniendo su caracter optimo.
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Al mismo tiempo, la estructura de transmisor y receptor para un solo simbolo,
revela que con N accesos y usando secuencias de Spreading ortogonales pueden
multiplexarse en codigo hasta N usuarios. Es mas, a costa de la degradacion paulatina
gue presentan € resto de modos, autovalores inferiores al maximo y por lo tanto canales
SISO de menor ganancia, puede usarse N streams de simbolos por cada uno de los
modos del canal. El problema es que su peor ganancia obligara a reducir tamafio de la
constelacion (modulacion adaptativa) o a ecualizar, a costa de incrementar |a potencia
transmitida en esos modos s se desea mantener |a tasa de error constante en cada modo
utilizado. Sobre estas nociones se volvera mas adelante cuando se aborde € problema
de transmision de multiples streams.

[1.4. TRANSMISION SIN CSl.
En & caso de no disponer de CSl en € receptor, la maximizacién con

restricciones a llevar a cabo en d disefio del transmisor se complica. Se reproduce a
continuacion las ecuaciones de disefio.

4E,Traza(H" H.B.B" )

MAX

ko Traza(BB" ) = E;

Obviamente la maximizacién parece carecer de sentido s no se conoce la matriz del
canal.

Una posibilidad es enfocar el problema de transmision como un juego de dos
jugadores. Por un lado un jugador seria € disefiador, empefiado en maximizar la traza
anterior; por otro lado, estaria el cana este persiguiendo en todo momento en cada
jugada disminuir la traza. Es decir, € premio en €l juego es la traza para ambos. Al
establecer la competicion se hen de fijar reglas para cada uno de los dos jugadores. La
limitacion del disefiador es que el persigue e premio pero con un limite en la energia
transmitida disponible. En el caso del segundo jugador, € canal, la restriccion en su
jugada no es clara.

En las restricciones a la jugada del canad se le pueden imponer varias
restricciones. Ta vez las més adaptadas a la realidad serian una de las dos siguientes:

Traza(R )2 (11.18.3)
| (R, )2 (11.18.b)

min

Cualquiera de las dos restricciones seria validay le impediria al jugador, a hacer cero la
matriz la garantia de ganar €l juego contra cualquier otro jugador.

Tomando larestriccion de la traza, seleccionaremos un juego sencillo de tan solo
una jugada por jugador. De este modo, €l canal juega €l primero y después juega el
disefiador, conociendo la jugada del canal. Asi pues en la primera jugada el canal hace
minima latraza, dentro de sus posibilidades, es decir, con la restriccion de su traza.
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min,, g.l'raza(BH .E.BH)g

(11.29)
sujetoaTraza(=RH ) 3r

Laminimizacién anterior es sencilla s se tiene en cuenta la siguiente propiedad:

Traza(R, BB")? | ,(BB" ) Traza(R, ) (11.20)

Después de estajugada el disefiador trata de maximizar la derecha de esta ultima
expresion. La solucion es sencilla pues a buscar e maximo del autovalor minimo de
una matriz, con restriccion en su traza o suma de autovalores, la solucién es todos

iguales. En definitiva la soluciones:

llco

=P con BB"=PP"=| (11.22)

=ny
Donde lamatriz P esuna matriz unitaria.

Varios detales de la solucién anterior son interesantes. En primer lugar nétese
gue con las reglas del juego, i.e. restricciones y a una sola jugada, €l juego no es mas
gue un proceso de los denominados mini-max. Minimo segun el canal o caso peor y
méximo para el disefio del transmisor. En segundo lugar, nétese algo que va a ser una
constante, cuando no se dispone de CSI la mejor solucion es potencia uniforme a todos
los modos del canal (matriz identidad), que suele denominarse como UPA (Uniform

Power Allocation). En tercer lugar, para construir la matriz unidad de dimension n, no

hay otro remedio que realizar, como minimo e mismo numero de accesos a canal
(N =n;); con lo que parece estar condenado a una rate baja. Respecto a este ultimo

comentario se vera que no es correcto en el sentido de que se pueden simultanear varios
simbolos siempre que se empleen matrices en €l transmisor adecuadas.

Por jemplo, para transmitir simultaneamente dos simbolos s1(n) y s2(n), ambos
reales, con matrices de proceso espacio temporal P yP, respectivamente, siempre

que se verifique que:
PP'=-P P" (11.22)

Larazonde esta condicion, que es basicamente una condicion para no tener 1SI entre los
dos simbol os, es que dado que € receptor para cada uno de los simbol os seré:

u
RN/

u
rRnJ(

Claramente se garantiza (11.23), que permite recuperar perfectamente cada simbolo sin
interferenciadel otro.

a — < H  H
sl(n)—Regrraza(gl.i.

I><

(11.22)

I><

s2(n) = Reg.l'raza(i: H".
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ReeTraza(P H QLZ)EZ RegTraza(iH-i-izif)Hz

— H ¥
=- RegTraza(i HP P’ )H

Igual a (11.23)
= a partereal |= ReeTraza(i iili;' )H

del conjugado
Launica posibilidad es quesea =0

La propiedad (11.21) es una propiedad mucho menos exigente que la
ortogonalidad de las matrices los que brinda muchas mas posibilidades a la hora de su
busqueda. De hecho esta propiedad se denomina de matrices “amigables’.

Andogamente se pueden transmitir dos simbolos complejos y detectar los cuatro
simbolos reales s1(n), s2(n), s3(n) y s4(n) s se verifica que:

| ©
w

H _ H
'i4 _23'24 (11.24)

De este modo, la sefial transmitida seria la que se indica en (11.25) y el detector
correspondiente, 10 que revela que, aunque cada simbolo ocupa multiples accesos al
canal el sistema puede convertirse en full-rate usando matrices amigables en numero
igual a numero de accesos, que seraigual al de antenas transmisoras.

X, =B sln+P s2(n+] B s3(n)+P s4n)

~

sl(n) = Re.é?Traza(BH H" .LR’H)E

s2(n) = ReeTraza(ig H" LRn)g (11.25)
§3(n):lm?Traza(i:i LR’n)g
s4(n)-|meTraza(ii4 H LRn)g

Sobre este punto se volveraainsistir en el disefio de codigos espacio-temporales,
donde las entradas de las matrices amigables seran de un alfabeto restringido.

Volviendo a caso de un solo simbolo, dos egjemplos tradicionales 0 muy usados
para la matriz del transmisor son la matriz identidad y la matriz de la DFT. El esquema
resultante de la primera eeccion se le denomina delay-diversity por razén de que €
mismo simbolo se envia a diferentes antenas en cada acceso. Bagjo €l segundo esguema
el lector encontrara su similitud con modulaciones FDSS o de diversidad en frecuencia,
similares a OFDM pero con € mismo simbolo en cada portadora.

Por ultimo, es interesante volver a juego cuando a canal se le cambia la
restriccion en su jugada a la del autovalor minimo. En este caso, la jugada del canal

producira:
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Traza(R, BB")? | ,(R, ) Traza(BB" )

Con lo que € transmisor se limita a aportar su potencia transmitida sin mas. Lo
interesante es que s en vez de restringir la energia total transmitida, se restringe la
potencia maxima por antena, entones de nuevo la solucidn seria idéntica al caso
anterior. ES por esta razén que se habla de que la solucion de disefio para el caso de no
CSl sempre conduce, de una manera u otraa UPA.

1.5 COMPARACION CON Y SIN CSI.

Es intuitivo que la ausencia de CSl tendrd repercusion en la calidad de la
deteccion Habiendo quedado claro que en ambos casos € receptor Optimo puede
implementarse de forma instantanea, sin busca sobre la constelacion transmitida, queda
por examinar €l coste que conlleva la reduccion de complejidad asociada a no disponer
de CSl.

Teniendo en cuenta que la matriz de proceso, cuando no se dispone de CSlI, es
orthonormal, larestriccion de energia transmitida implica que:

Ns _
Traza(BB" ) =k, tal que k,E..2 . 1l e (11..26)

Con lo que; la matriz de proceso seré:

4E_K,

B=P.

ET—Z y g=4ETraza(R,BB" )=
(11.27)

Y latasade error asociada a sistemasin CS| igual a

o l2g, @am(R )0 3 &

F:ENO-CSI:Q . 9 __
No g 582015

(11.28)

En esta Ultima expresion puede apreciarse la diferencia con respecto a la
probabilidad de error con CSl, que se reproduce a continuaci on.

e
P = Q¢ +° (11.29)

¢ ="
g| No §(2 '1)¢;,

El efecto es que se pasa de disponer del meor cana a disponer del canal
promedio de valor siempre inferior al maximo. Solo en dos situaciones € CSI no es
relevante al transmisor desde esta perspectiva que comentaremos a continuacion.
Cuando el canal es de rango uno, lo que equivale a un sistema que se comporta como
MISO o SIMO. Dicho de otro modo, el CSI resulta irrelevante cuando uno de los dos
terminales no dispone de diversidad. La segunda ocasion es cuando la matriz del canal
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es orthonormal y todos sus vaores son idénticos, de nuevo en este caso no existe ISl y
no se requiere el quitarla en transmision. En el resto de situaciones el CSl reportara una
mayor ganancia en BER con respecto a su ausencia en transmision.

[1.6. RESUMEN.

En & presente capitulo se ha descrito el sistema de un solo simbolo sobre canal
flat fading. La presentacion ha comenzado introduciendo €l detector Optimo para un
solo simbolo transmitido con N accesos a canal MIMO. El detector 6ptimo ha
permitido identificar que la probabilidad de error esta controlada por la traza del
producto entre canal y procesador espacio tiempo del transmisor.

A partir de la expresion de la probabilidad de error se ha desarrollado € disefio
del transmisor paralos casos de CSl disponibley sin CSI. En €l primer caso, la solucion
consiste en diagonalizar € canal y trabgjar Unicamente sobre e mejor eigenmode del
canal. El procesador es de rango uno con una separacion nitida entre procesador
temporal y espacial. El procesador temporal puede ser visto como un proceso de
Spreading mientras que € espacia se reduce a un conformador tradicional que toma la
expresion del autovector del canal asociado al autovaor maximo.

Se ha mostrado brevemente que, aunque el capitulo aborda la problemética de un
solo simbolo, tanto con CSlI como sin CSl, existe la posibilidad de proveer de acceso a
otros usuarios. Este acceso puede redlizarse, en € caso de CSl, via e uso de eigenmodes
de menor ganancia (menor autovalor) o via la utilizacion de secuencias de Spreading
diferentes a modo de CDMA sincrono.

En el caso de no CSI el procesador es de rango completo, es decir, usa todos |os
eigenmodes a no saber cual es e mejor a priori como en el caso de CSl. El acceso
depende ahora de la utilizacion de matrices amigables de proceso para los diferentes
usuarios.

En términos de tasa de error, mientras que en €l caso de CSl es el autovalor
méximo de la matriz de canal, cuando no se dispone de CSl se puede utilizar €
promedio de todos y en esta diferencia estan las pérdidas que conlleva el no disponer de
CSl en el transmisor.

[1.7. REFERENCIAS.
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